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  Glaciers have been melting and reforming on the Earth for millions of years.  Over the last 

several decades, Geologists have created δ18O proxy records that measure the amount of ice on the 

Earth’s surface over the last 5 million years.  The proxy records provide evidence for two major changes 

in the Earth’s ice sheet dynamics.  The first is an increase in the magnitude of glacial events around 2.7 

Million years ago (Ma), which coincides with the intensification of glaciations in the Northern 

Hemisphere; the second, around 1Ma, is known as the Mid‐Pleistocene Transition and represents not 

only a change in the magnitude of glacial events, but their frequency as well.  Thus, two of the most 

important questions that can be asked about the δ18O proxy record are:  1) When (exactly) have changes 

occurred? 2) Which mechanisms are operating in each of the different glacial regimes? 

  This dissertation is concerned with statistical inference in discrete high dimensional space, in 

particular on the δ18O proxy record.  We begin with the simplest of models, the Least Squares Change 

Point algorithm, which aims to optimally partition a time series into k regimes, fitting each with a 

different regression model.  However, there is no way to characterize the uncertainty surrounding the 

optimal solution.  To deal with this limitation, we introduce the Bayesian Change Point algorithm, which 

creates a probabilistic model for the δ18O record, yielding uncertainty estimates on the number of 

change points, their locations and the regression parameters.  In addition, to address the wide range of 

mechanisms proposed for glacial dynamics after the Mid‐Pleistocene Transition, we introduce a novel 

variable selection technique (EBMA or Exact Bayesian Model Averaging) that has a smaller time 

complexity than existing algorithms.  By combining EBMA with the Bayesian Change Point algorithm, we 

produce a highly flexible statistical model that can search through an enormously high dimensional 

space in a practical amount of time. 

 
 



Chapter 1 

 Motivation 

1.1   Introduction 

Glaciers on the Earth have been melting and reforming for millions of years.  A δ18O proxy 

record derived from ocean sediment cores allows geologists to quantify the amount of ice on 

the Earth at a specific time in our past and thus provides a way to study the patterns of glacial 

growth and destruction through time.  Obvious changes in the δ18O record exist [Figure 1.1].  

Around 2.7Million Years Ago (Ma), at a time of intensification of glaciers in the Northern 

Hemisphere, a change in amplitude, or amount of glacial cover, is clearly seen in this data set.  A 

more dramatic change occurred around 1Ma, known as the Mid‐Pleistocene Transition.  Here, 

Figure 1.1 The δ18O proxy record. The δ18O proxy record [86] after using an exponential 
function to remove the long‐term cooling trend.  Present day is on the left and time 
moves backwards in thousand year steps (ka) as you move right along the x‐axis.  Larger 
δ18O values indicate increased ice sheet cover. 
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the change was not only in the magnitude of glacial events, but in their timing, changing from 

melting events occurring every 41 thousand years (kyr) to every ~100 kyr.   

Today, most theories of ice sheet dynamics are a variation of Milankovitch Theory [99] 

which loosely states that ice sheets respond linearly to the amount of solar insolation (i.e. 

energy) received at the top of the Earth’s atmosphere at 65°N Latitude during the summer.  

Changes in the amount of solar insolation received by the Earth are caused by variations in the 

Earth’s orbit around the Sun.  This motion can be described by three parameters: precession 

(wobble), obliquity (tilt), and eccentricity (ellipticity) of the Earth’s orbit, each of which is nearly 

periodic. Precession varies at 19 and 23 kyr, obliquity varies primarily at 41 kyr and the 

eccentricity of the Earth’s orbit changes at a triplet of frequencies 95, 124, and 404 which 

average out to ~100 kyr and 404 kyr.  Eccentricity controls the absolute amount of insolation, 

whereas obliquity and precession control the distribution of insolation on the Earth’s surface. 

Accordingly, solar isolation at any latitude and season can be represented as a function of 

obliquity and precession [72].  Thus this problem can be thought of in terms of a regression, 

matching the solar insolation input to the glacial output as represented by the δ18O record.   

At the Mid‐Pleistocene Transition, the periodicity of the glacial cycles changes from 41 

to 100 kyr.  Few dispute obliquity forcing of glaciations prior to the Mid‐Pleistocene Transition, 

but a linear response to Eccentricity forcing after this time has been highly contentious.  One of 

the major drawbacks to the claim of eccentricity forcing is that the direct contribution of orbital 

eccentricity to solar insolation is too small (<0.1%) to be the force behind the major ice volume 

changes on the Earth [28, 59, 66, 71, 72, 121 and others].  Whereas variations in Precession and 

Obliquity can alter the amount of solar insolation received during the summer at 65°N Latitude 

by 30W/m2 and 15W/m2 respectively, variations in Eccentricity alter the solar insolation budget 
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by less than 1W/m2 (out of ~500W/m2).  Additionally, questions arose as to why eccentricity 

forcing was not realized before that time. 

To study the Earth’s dynamic ice sheets, we introduce both efficient and exact Change 

Point and Variable Selection algorithms.  We will use simplified ice sheet models to test some of 

the existing theories of ice sheet dynamics and their ability to fit the data at various points in 

time.  Change Point can attempt to answer the question of when changes in the data set have 

occurred, while variable selection can help to detect which of several proposed models best fits 

the data in each interval of time.  Brute force attempts to study the δ18O proxy record are futile, 

as the solution space is enormous – there are >3.5x1014 ways to place 5 change points in this 

data set, before any considerations for variable selection are made.  These algorithms make the 

solution space manageable.  Furthermore, we know of no other approach that combines these 

two types of statistical models. 

 

1.2.   Background 

1.2.1  The Change Point Problem 

The analytical methods that exist to model non‐stationary environmental records do not 

adequately represent a complex climate system.  A common procedure is to parse paleoclimatic 

time series into shorter time windows of fixed length and analyze these using modifications of 

conventional spectral analysis [13, 77, 109, 154]. A series of Fourier spectra is sufficient to 

characterize intervals of time in terms of first‐order changes in dominant frequency.  For the 

glacial system, this method is used to detect changes in the sensitivity of the climate to different 

orbital functions.  However, the series of Fourier spectra is inherently low‐resolution as the 

boundaries of change are blurred by the moving windows of fixed size.  Wavelet analysis [15, 82, 

87, 142] has been applied to paleoclimatic time series as a means to better localize the spectral 
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properties of non‐stationary time series, but like spectral methods, it too suffers from the 

appearance of side bands of fundamental frequencies during intervals of rapid spectral change 

[15] thus obscuring the underlying dynamics of the time series.  The ability to jointly illustrate 

contributions in both the time and frequency domain is an advantage, but wavelet analysis lacks 

an obvious procedure for objectively determining when and how many changes have occurred 

in a time series for a single frequency, let alone more complex model functions. Singular 

Spectrum Analysis (SSA) is useful for decomposing a time series into trend (not necessarily 

linear), oscillatory, and noise components [53] by creating a series of orthogonal functions that 

can be ordered by the variance, similar to Principal Component or Empirical Orthogonal 

Function techniques.  Like wavelet analysis, SSA can discover changes in the amplitude of the 

oscillatory components [53, 146, 147].  However, because the spectral resolution of oscillatory 

components is often rather broad [146], SSA is not well suited for detecting regime changes on 

glacial‐interglacial variations as this orbitally‐resolved time series is suspected (known) to 

contain strong periodic components.   

At present, the unsatisfactory state of break point determination is highly evident in the 

studies of the transition from 41 kyr to 100 kyr glacial cycles in the Pleistocene ‐ different 

approaches have variously put the onset at 1.5 Ma [130], ~0.90 Ma [92, 124], or 0.64 Ma [104] 

and determined that it was both gradual [110] and abrupt [92, 104].  Time series methods, like 

those described above, which inadequately trade off frequency and temporal resolution, may 

have triggered this unsettled debate.  Needed is an algorithm that removes all restrictions on 

window size where the spacing between breaks in behavior and the length of segments depends 

only on the underlying behavior of the time series and the model chosen for fitting the data. 

Given N data observations Y1…YN and a belief that k ‘change points’, or regime 

boundaries, exist, there are O(Nk) distinct placements of the k change points – a combinatorial 
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nightmare.  Various methods have been developed to try and solve the ‘change point’ problem 

in the context of climate issues.  They range from methods that visually identify break points 

followed by further refinement [133], a Hidden Markov Model that claims only a locally 

optimum solution [78], Branch and Bound algorithms [1, 65], a penalized log likelihood 

procedure [21], Minimum Description Length algorithms [34, 91], and Dynamic Programming 

algorithms that can promise globally optimal solutions [1, 3, 4, 58, 129].  The Dynamic 

Programming change point methods have been shown to reduce the O(Nk) calculation on the 

location of change points to a quadratic calculation, O(N2) [1, 3, 4, 57, 88, 129], making the 

compute time more practical.  By breaking down into a problem into a set of progressively 

smaller sub‐problems, the smallest of which can easily be solved, the full solution can be 

efficiently found by piecing together the sub‐problems.   

In Chapter 2, we detail our first approach to this problem, the Least Squares Change 

Point algorithm.  The approach has aspects in common with Tome and Miranda [141], who 

described a least squares fitting procedure for fitting linear models to paleoclimate time series.  

However, their work is limited to piecewise linear fits and the time complexity of their algorithm 

grows exponentially with the length of the time series, thus becoming computationally intensive 

with long series. Our algorithm approaches a problem that is a generalization of the problem 

addressed by [141], but differs from it in two important ways:  1) Dynamic programming [7] is 

employed for optimization; and 2) each sub‐interval can be described by linear combinations of 

forcing functions.  Specifically, we describe an algorithm that partitions a single time series at k 

‘change points’, subdividing a time series into (k+1) sub‐intervals, each of which is characterized 

by a specified function using a set of parameter values.  The model proposed to fit the data can 

take many forms, from polynomial to sinusoidal and if linear, standard least squares solutions 

for a regression problem can be quickly obtained.  In this chapter, we illustrate the versatility of 
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the algorithm by looking at examples where there are changes in the mean, in the dominant 

(climatic) forcing function, or in linear combinations of forcing functions.   

The downside to all of these algorithms is that they are unable to quantify the 

uncertainty associated with their solutions, both in the number and locations of the change 

points.  Both Bai and Perron [4] and Lu et al [91] attempt to measure uncertainty by utilizing a 

large number of samples.  However, if only a single time series exists, as is the case with a 

globally integrated δ18O ice volume record [86], then both of these methods would fail to be 

able to address the uncertainty associated with a given solution.  Several Bayesian Change Point 

methods have been developed including an algorithm for finding a single change point [20, 112], 

MCMC approaches [5, 24, 55, 83], Gibbs Sampling approaches [112, 137, 151], Jump Diffusion 

Sampling [114], and a Dynamic Programming procedure that utilizes calculations similar to the 

Forward/Backward calculations of a Hidden Markov Model [47].  However, Perreault et al [112] 

does not generalize to multiple change points and both MCMC and Gibbs Sampling approaches 

only approximate the posterior distributions and leave open the difficult question of assessing 

convergence.    

In Chapter 3, we describe the Bayesian Change Point algorithm which builds off the 

work of Liu and Lawrence [88], to address the shortcomings of the previous methodologies.  

This approach to the change point problem is one of the few that uses dynamic programming to 

obtain an exact representation of the posterior space by reducing the complexity of the problem 

down to a more manageable size, O(N2).  This probabilistic algorithm works in the time domain 

to create a probability distribution that includes the parameter values for the model and the 

locations of the change points; the algorithm returns a posterior distribution on the number of 

change points.  In addition, samples drawn from the exact posterior distributions on the 

locations of the change points will clearly show the uncertainty inherent to the solutions.  To 
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illustrate the usefulness of the Bayesian Change Point algorithm, we repeat the analysis of the 

data set containing a change in mean from Chapter 2 and explore applications to discrete data 

sets.   

 

1.2.2  A Question of Variable Selection 

 Variable selection is a well‐studied problem.  Given m possible variables, there are 2m distinct 

sub‐models.  Brute force attempts at variable selection quickly become intractable.  Numerous 

methods exist for selecting the ‘best’ subset of regression terms.  Miller [100] and references 

therein provide a good overview of some of the existing step‐wise regression methods.  

Nonnegative garrote [17, 100] and Lasso techniques [40, 111, 140] have also been used in the 

context of subset selection.  As an alternative, Ridge Regression [62, 63] has been studied 

extensively and has been reviewed in [36, 37, 136].  Zou and Hastie [156] developed the elastic 

net, a combination of Lasso and Ridge Regression.  

Bayesian approaches focus on finding the posterior distribution across the ensemble of 

candidate sub‐models.  Approximations of the posterior space by stepwise regressions [8, 100, 

132] can leave open the question of local versus global optima and often do not address the 

uncertainty of inclusion of specific variables.  ‘Spike and slab’ was first introduced by Mitchell 

and Beauchamp [103].  Here, the MAP estimator could be viewed as the ‘best’ sub‐model, but 

the entire, exponentially growing space needs to be searched to find this estimator.  Stochastic 

methods such as Markov Chain Monte Carlo (MCMC) approaches [48, 64, 93, 118] as well as 

Gibbs Sampling, or Stochastic Search Variable Selection (SVSS) [35, 52] have been introduced to 

address this computational challenge.  By approximating the posterior space, these approaches 

can address the issue of uncertainty of inclusion of specific regressors, but leave open the 

question of the number of samples or length of the chain needed for convergence.  As 
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Fernandez et al [49] points out, the ‘largest computational burden lies in the evaluation of the 

marginal likelihood of each model’.  Therefore, the ability to make these calculations efficiently 

is of the utmost importance.   

An exact representation of the posterior space for variable selection will always be 

exponential, but an efficient calculation for each of the possible sub‐models can reduce the time 

complexity to be on par with the stochastic approximation methods.  In Chapter 4, we describe 

Exact Bayesian Model Averaging or EBMA, a method to address uncertainty in variable selection 

without resorting to approximation techniques.  We reduce the complexity of the most costly 

pieces of the probabilistic calculation, matrix inverses and matrix determinants, to be the same 

order as calculations utilized by approximation techniques.   We also show how this algorithm 

can improve upon the existing BMA [117] and Iterative BMA [155] algorithms that have already 

been used with success on large problems.   

As for the glacial proxy record, debate has raged within the Geological community not 

only with the abruptness and timing of the Mid‐Pleistocene Transition, but its cause as well.  

Several models have been developed to try and recreate the 100 kyr glacial cycles.  Hayes et al. 

[59] was one of the first to directly test Milankovitch Theory and concluded that the 100 kyr 

glacial cycle was non‐linearly paced, rather than directly forced by eccentricity.  Imbrie and 

Imbrie[72] as well as Pisias et al. [115] developed nonlinear differential models using solar 

insolation as input.  Imbrie and Imbrie [72] were likely the first to note that the parameters of 

any model may have to change in time – indicating the existence of change points in the system.  

A footnote to the paper stated: “Although the character of the climate record is fairly constant 

over the last 600,000 years older Pleistocene records are quite different.  For example, isotopic 

records in the interval from 600,000 to 2 million year ago have much reduced amplitudes and 

lack the 100,000 year cycle.  Because the nature of orbital variation is thought to have remained 
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constant over the past 2 million years, we conclude that to understand these long climatic 

records, it may be necessary to use models whose parameters vary with time.”    

Some scientists have tried to abandon the orbital theory in order to explain the 100 kyr 

glacial cycle, attributing it instead to changes in the inclination of the Earth’s orbital plane [105, 

106, 107] or to changes in bedrock structure [26].  The orbital inclination of the Earth does not 

affect the solar insolation budget, but instead affects the climate through extra‐terrestrial 

accretion of meteoroids and dust [105].  The authors argued that the spectral fingerprint of 

orbital inclination was a better match to that of δ18O than is eccentricity.  Changes in bedrock 

structure through erosion allow for the transformation of wet‐based to dry‐based ice sheets, 

which can allow larger glaciers to form.  However, these theories have not gained much traction.   

In the last decade, the orbital theory has been resurrected through the ideas of sea ice 

feedbacks and nonlinear phase locking.  The ‘sea ice’ models envision that the long‐term cooling 

of the Earth led to the establishment of Northern Hemisphere ice sheets large enough to survive 

some of the weaker summer insolation maxima [12, 54, 122, 143] with marine‐based ice sheet 

margins replacing terrestrial‐based ice sheet margins.  Sea ice can act as a rapid feedback to the 

climate system.  Along the same lines is the idea that deglaciations have been ‘quantum’ in 

nature, occurring every fourth or fifth precessional cycle [121, 126], or every second or third 

obliquity cycle [66, 68].  Before the Mid‐Pleistocene Transition, Raymo [121] suggests that it was 

never cold enough for long enough at boreal latitudes to grow the large 100 kyr ice sheets.   

Tziperman et al. [144] further extended this idea by discussing nonlinear phase locking where 

they claimed that the resonance ratio could change with every glacial cycle and cautioned 

against using the fit of a model to prove a glacial mechanism.  The question could then be asked: 

“Which model(s) are best supported by the δ18O proxy record?”  Change point in conjunction 

with variable selection is therefore ideally suited to answer the questions posed by this data set.      
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In Chapter 5, we combine EBMA with the Bayesian Change Point algorithm to analyze 

the δ18O proxy record.  Bayesian Change Point will answer the questions surrounding the timing 

of the changes in the glacial record while variable selection will answer the question of which 

model is best at each point in time.  Together, they can begin to unravel the mystery 

surrounding the Mid‐Pleistocene Transition.   

Finally, in Chapter 6, we provide a summary of the results and conclusions from the 

previous chapters as well as a glimpse into future directions of study.   

  



Chapter 2 

 The Least Squares Change Point Algorithm 

 

2.1  Introduction and Background 

A very large fraction of paleoclimatic research involves producing and analyzing time series.  

Instrumentation and laboratories have become progressively more efficient at generating long, 

well‐resolved representations of the earth’s past climate.  Examples include an effort to 

characterize global temperatures over the past millennium from a variety of proxies [18, 44, 76, 

95], millennium‐long reconstructions of equatorial Pacific surface oceanography using stable 

isotopes from corals [29, 30, 116], high‐resolution stable isotope and trace gas records from 

polar ice cores [22, 33, 98, 113] and records of glacial‐interglacial climate cycles derived from 

ocean sediment cores [14, 60, 70, 73, 77, 86, 128].  

Although these different time series resolve past climatic change at different time 

scales, nearly all share one characteristic: they are non‐stationary over the length of the record 

sampled.  Changes routinely occur in the mean (trends), amplitude of variability, and in 

dominant spectral frequencies over the course of time [29, 53, 76, 92, 94, 108, 119, 131, 146].  

One might then idealize paleoclimatic time series as a succession of a number of segments with 

internally homogeneous statistical properties, bounded by abrupt or gradual shifts to 

subsequent or antecedent regimes.  Such a view might lead to progress in understanding 

climate evolution in a number of ways.  It might help optimize sampling strategies, by allowing 

paleoclimatologists to improve the temporal resolution or spatial coverage of “model” segments 

of time, which represent much longer spans of earth history adequately from a statistical point 
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of view.  Identifying the duration of “regimes” and determining the timing of their transitions 

might also lead to a more fundamental understanding of the underlying forces in the climate 

system that lead to the non‐stationarity observed at many time scales.  However, Wunsch [153] 

cautions that purely random fluctuations of a stationary time series may yield a time series that 

appears non stationary.  

Since we do not have theories that confidently predict when and how often the climate 

system went through transitions, the search at present is empirical.  We introduce here the 

change point method to the study of one particular aspect of the earth’s past in which non‐

stationarity is already well known: the evolution of oxygen isotopes measured from benthic 

foraminifera, a proxy for high latitude climate change (high latitude ice sheet growth and decay, 

and variations in temperatures of deep water masses fed by the high latitude surface oceans).  

To represent past ice sheet variations, we use a 5 Myr long orbitally tuned, benthic δ18O stack 

[86], which was derived by compiling 57 existing oxygen isotope records from around the world, 

as well as a shorter 2.5 Myr‐long non‐orbitally, tuned stack [66].  Much previous work has 

established that the benthic δ18O record contains a number of periodic components produced 

or paced by cyclic variations in the Earth’s orbit and thus, the amount of solar insolation 

received by the Earth.   

Variations in the amount of solar insolation received at any latitude and season at the 

top of the Earth’s atmosphere are caused by changes in the position of the Earth in its orbit 

around the Sun.  This motion can be described by three parameters: obliquity (tilt), precession 

(wobble), and eccentricity (ellipticity) of the Earth’s orbit. Eccentricity controls the absolute 

amount of insolation, whereas obliquity and precession control the distribution of insolation on 

the Earth’s surface.   Accordingly, solar isolation at any latitude and season can be represented 

as a function of obliquity and precession [72].   
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Even a simple visual inspection of the δ18O proxy record [92, 108, 120, 130] illustrates 

that over the last 5 million years the earth system has experienced intervals of markedly 

differing response.  We know from previous work that the oxygen isotope record contains at 

least two first‐order transitions in behavior: the shift from earlier 41 kyr‐dominated glacial cycles 

to later 100 kyr dominated glacial cycles, the so‐called “Mid Pleistocene Transition”, which 

occurred sometime between 0.8 and 1.2 Ma [11, 128] and the earlier intensification of large‐

scale northern hemisphere glaciation at around 2.7 Ma [120, 134]. We evaluate the strengths 

and weaknesses of the change point method in identifying both of these major changes in 

paleoclimatic behavior and in deducing more subtle aspects of climate evolution over the past 5 

Ma.  The results are sufficiently positive to suggest that the change point method may be 

applied to many other time series in which changes in behavior are suspected. 

 

2.2  The Least Squares Change Point Algorithm 

Since we want to consider all possible locations of change points and lengths of intervening 

segments (i.e. climate regimes), change point analysis of the δ18O time series presents a huge 

number of possible solutions.  Dynamic programming provides a practical path through the 

forest of possibilities [7].  It guarantees globally optimal solutions of problems that can be 

divided into progressively smaller sets of sub‐problems, the smallest of which can easily be 

solved.  The method then builds solutions to a progressively growing set of sub‐problems until 

the original full problem has been solved.  Dynamic programming has become a well established 

means of solving problems that can be partitioned in this way and is described in many 

operations research textbooks [61, 85, 149, 152].  This methodology has been widely and 

successfully applied in many fields, including extensive application in the emerging fields of 

genomics and bioinformatics [38, 75, 80].  Dynamic programming was first applied to the change 
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point problem by Hawkins [57].  Change point analysis was first applied to biopolymer 

sequences by Auger and Lawrence [3], and Liu and Lawrence [88] show how Bayesian inference 

procedures allow for assessment of uncertainties in the unknown parameters in a change point 

analysis.  

In this section, we address the following problem: given a time series, (for example, the 

benthic δ18O time series), and a proposed set of models, we seek to minimize the sum of 

squared error over all possible sets of parameters and over all possible locations of change 

points. We impose the constraint that no two change points are within a minimal distance of 

each other.  [This constraint arises so as to avoid aliasing of frequencies due to sparse data 

points in a time series when using sinusoidal models or more generally to ensure that enough 

data exists to make an appropriate inference on the parameters of the model].  For an initial 

choice of model (constant, polynomial, sinusoidal, etc.) and number of sub‐intervals (change 

points), the algorithm produces the best possible fit to the entirety of the data. It allows us to 

relax the requirement of a fixed window that has been used in past paleoclimatic analyses and 

replace it with the ability to use windows of any size.  The use of sinusoidal functions is not new.  

Fourier based methods depend upon the sinusoid and these functions have been shown to give 

a reasonable fit to the data.   

The algorithm has three steps:  1) Parameter Fitting: for each possible model (in this 

case, sinusoids) in each of the N(N+1)/2  sub‐intervals of a time series of length N; 2) The 

Forward Step: find the minimum sum of square residuals considering all possible positions of k 

change points for the full time series and for all sub‐intervals that begin at time zero; and 3) The 

Backtrace Step:  identify the solution (parameter set or argument) minimizing the sum of square 

residuals, i.e. the optimal set of change points.  We begin with a series of time points tn, n=1, 2, 

…, N that are not necessarily equally spaced. At each of these points, the measured value of the 
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proxy of interest ܻ
 
is available.  We also assume that we have M different models that are 

proposed to fit the data.  The following is a summary of the computer code, the so called 

pseudo code, used in each of these steps. 

௧೙

ܵ ௜ܵ,௝
௠ ൌ   ఈబ…ఈ೛݊݅ܯ

ఉభ…ఉ೛

൞෍ቌ ௧ܻ െ ߙ଴ െ ෍ߙ௣ sin൫߱௣ݐ൯ ൅ ߚ௣cos ሺ߱௣ݐሻ
௉

௣ୀଵ

ቍ

ଶ௧ೕ

௧ୀ௧೔

ൢ 

ܵ ௜ܵ,௝ ൌ ൛ܵ ݊݅ܯ ௜ܵ,௝
ଵ , … , ܵ ௜ܵ,௝

ெൟ 

 

Step 1: Parameter fitting for M periodic functions with given frequency components  

for i = 1,…,N 

  for j = i +d,…,N 

    for m=1,…,M 

end for 

  end for 

end for 

pω  where  is a specified frequency, SS  is the sum of square residuals in the sub‐interval 

beginning at position ti and ending at position tj, and d≥0 is the size of the smallest permitted 

allow the algorithm to find the minimum sum of square residuals for each model individually 

before choosing the minimum among all competing models. 

ij

 

window.   In cases where we want to consider M different, distinct models, the inner loop will 

݂ሺ· |Θሻ

parameters Θ step one becomes:  

 

While our focus here is on Milankovitch cycles, this procedure is applicable to a broad 

spectrum of fitting functions.  For least squares fit to a general fitting function   with 
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for i = 1,…,N 

  for j = i +d,…,N 

    for m=1,…,M 

ܵ ௜ܵ,௝
௠ ൌ  Min

஀
ቐ෍൫ ௧ܻ െ  ݂൫ ଵܺ,௧, … , ܺ௣,௧หΘሻ൯

ଶ
௧ೕ

௧ୀ௧೔

ቑ 

ܵ ௜ܵ,௝ ൌ ൛ܵ ݊݅ܯ ௜ܵ,௝
ଵ , … , ܵ ௜ܵ,௝

ெൟ 

ሺ· |Θሻ

௞௞೘ೌೣܰܯ
௞ୀଵ

point and end at all time points from time 2 to time N.  Optimal values, here the minimum 

end for 

  end for 

end for 

where Xi,t are a covariates, or “predictive variables”.  As indicated next, the remaining two steps 

of this algorithm can be completed for any function for which the necessary minimizations can 

be completed to obtain SSi,j, i=1, …, N & j > i.  Thus, ݂  may be nonlinear. When a linear 

function is employed, the well known explicit solutions of linear regression equations can be 

employed to obtain the required minima.   

The step just described fits the parameters and finds the minimum sum of square 

residuals for every possible sub interval.  To find the optimal k change points, we find the overall 

minimum sum of square residuals by optimally piecing together (k+1) sub‐ intervals that include 

each of the N data points only once. There are a large number, O(MNK), of ways to piece 

together sub‐intervals [for each value of k], so except for a short time series, this optimization 

cannot be completed by enumerating all of the possibilities [A total of ∑ solutions 

exist]. Instead, dynamic programming, a recursive algorithm, addresses this combinatorial 

explosion by breaking the problem into a progressive set of smaller problems. In change point 

analysis, this progressive set includes all substrings of the sequence that begin with the first data 
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squared errors, are first obtained for the simplest of these, the one change point problem. The

stored values from this first pass are then used to find the minimum squared errors for all 

solutions with two change points and these in turn for three change point models, and so on,

until the maximum number of change points, Kmax, has been included.  Upon completion of the

forward step, minimum squared errors for all sub‐problems have been obtained and stored. Let

fk(v) be the minimum sum of square deviations for the sub‐interval from 1 to v with k change 

points.  Note that f0(v) = SS1,v. 

Step 2: Forward step 

 

 

 

 

 = k, …,N 

ൌ min௩ழ ௧೙൛ ௞݂ିଵሺݒሻ ൅ ܵܵ௩ାଵ,௧೙ൟ 

  end for

nd for 

 forward step finds the minimum sum of square residuals with up to Kmax change 

points, 

p 

g 

t 

 

e. 

for k=2,…K 

for n

  ௞݂ሺݐ௡ሻ

 

e

The

for the entire time series and all possible sub‐intervals.  To find the locations of the 

change points, we work backwards.  On the backward step, the results from the forward ste

are employed to find the optimal solution.  The location of the Kth change point is found by usin

the minimum squared error for the set of sub‐problems with K‐1 change points. The remaining 

change points are found recursively by stepping backwards in a similar manner.  This means tha

we begin at the end of the time series, find the location of the last change point, and then 

recursively repeat this process with smaller values of k and progressively shorter sequences

using the stored values from the forward procedure at each stage of the backwards procedur

Let ck be the location of the k
th change point 
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Step 3:  Backtrace 

for k = K,K‐ ,…1  

in௩ఢ ሾ௞ିଵ,௖ೖశభሻ൛ ௞݂ିଵሺݒሻ ൅ ܵܵ௩ାଵ,௖ೖశభൟ 

nd for 

vely, if a pointer is stored on the Forward Step indicating which ‘v’ satisfies the 

hese steps reduce the time requirements for this computation to O(MN2) for the parameter 

.2.1  Selecting the Number of Change Points 

propriate number of change points 

uction in 

squared e 

r 

re points 

ܿ௄ାଵ ൌ    ேݐ

1

  ܿ௞ ൌ argm

e

Alternati

minimization, then the Backtrace can be accomplished using a set of these pointers.   

 

T

fitting step and O(KN) for the forward and backward steps.   

 

2

There is no statistically rigorous method to determine the ap

in a least squares analysis.  As an alternative, we examine changes in squared error as a function 

of the number of change points in an effort to identify the ‘break in the curve’, beyond which 

adding more change points yields relatively little improvement in fitting the data.  

The first change points added to a model will provide a more significant red

 error than the addition of later change points, as the initial change points highlight th

most important distinctions between segments of the data set.  Suppose that a data set 

contains a single change in mean with random noise.  The most important change, and 

therefore the first identified by the algorithm, will be the change in mean rather than, fo

example, identifying a few ‘noise’ points as distinct from the rest of the data set.  The 

identification of the signal will improve the fit of (and reduce the squared error for) mo

than the identification of small groups of outliers.  Therefore, the cumulative effect of 
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identifying the signal will be larger than the cumulative effect of identifying the noise.  

(generally) downward sloping histogram containing the reduction in squared error as a function

of the number of change points can be produced.  One important caveat to this argument is that

if an interval is distinct from the rest of the data set, then a pair of change points will need to be 

added (one at each end of the interval) to be able to isolate that interval from the rest of the 

data set.  Thus, the histogram may not monotonically decrease in the number of change points

The histogram begins to flatten out at the point when additional change points begin to 

Thus, a 

 

 

 

fit the n

s have 

 

e 

 

 

e 

bjective, all conclusions should be checked for robustness 

against variations in the number of change points.  A Bayesian approach to this problem, 

oise rather than the signal itself.  While the model’s fit to the data can always be 

improved by adding more change points, there comes a point where all the major feature

been identified and only small, incremental improvements remain.  In essence, a constant 

amount of squared error is removed with each additional change point.  The location in the

histogram where the slope changes from downward to more flat is known as the ‘break in th

curve’.  Therefore, an appropriate number of change points to select would be the last change 

point which removed a significant amount of squared variation.  Figure 2.2 provides an example

of this histogram using the example in Section 2.3.  Here, the caveat regarding the addition of a 

pair of change points described in the previous paragraph is clearly seen.  A researcher should 

select 4 change points for analysis, as the addition of the fourth change point is the final time 

that a significant amount of variance is removed by the addition of a change point.  A second 

example can be found in Figure 2.5, the analysis of the δ18O proxy record.  An argument could

easily be made that the ‘break in the curve’ occurs at either 4 or 6 change points in the top pan

of the figure and either 5 or 7 change points in the bottom pane, with 4 and 5 being the most 

obvious choices, respectively.   

Since this selection is su
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outlined  

Variations in the Error Variance ‐ Normalized Regression  

A weighted least squares approach should be considered if the error variance is not believed to 

imal 

 the 

 the 

e 

he 

 the 

for m=1,…,M 

ܵ ௜ܵ,௝
௠ ൌ  Min

஀
ቐ෍൫ ௧ܻ െ  ݂൫ ଵܺ,௧, … , ܺ௣,௧หΘሻ൯

ଶ
௧ೕ

௧ୀ௧೔

ቑ 

end for 

ܵ ௜ܵ,௝ ൌ
൛ܵ݊݅ܯ ௜ܵ,௝

ଵ , … , ܵ ௜ܵ,௝
௠ൟ

௜,௝ሻݕሺݎܽݒ
൘  

  end for 

 in Chapter 3, will provide a more rigorous way to determine the number of change

points. 

 

2.2.2 

be constant across the entire data set.  The change point algorithm will find the opt

placement of change points so as to minimize the squared error over the entire data set.  

However, if one segment of the data has a larger error variance than another segment of

data, then the former data points will ‘cost’ more (in terms of squared error) to misfit than

latter ones.  The algorithm may try to reduce this cost by placing additional change points in th

more ‘costly’ section of the data at the expense of a less optimal fit in other parts of the data 

set.  To circumvent this problem, one can use a weighted least squares approach (i.e. a 

normalized regression) where the squared error for each segment of the data is weighted by t

inverse of the variance of the data in that segment before completing the forward step of

recursion.  The pseudo code for the squared error calculation would now be:  

for i = 1,…,N 

  for j = i +d,…,N 
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end for 

An example of normalized regression will be presente  in Section 2.4 

 Finding a Change in Mean ‐ Copy Number Variation 

We begin with a simple example to illustrate how the least squares change point algorithm 

works.   

 

23 

mes, one set inherited from each of our parents.  Roughly 30,000 protein coding 

genes a  

 

 or both copies of the gene either deleted or duplicated.  Thus, 

when co vary.  

es 

t in the same quantity (2), while others will be of either a lesser (0, 1) or greater (≥3) 

quantit es 

d

 

2.3  Application:

The human genome consists of 6 billion bits of information, commonly referred to as

DNA, which determine everything about who we are.  Our DNA is packaged into two sets of 

chromoso

re encoded in these 6 billion bits of information and one could safely assume that since

we have two sets of chromosomes, then we have two copies of each gene.  But this does not 

always have to be the case. 

Copy number variations are widespread in the human genome and represent a 

significant source of genetic variation [125].  Instead of having the standard two copies of each

gene, a person may have one

mparing the genomes of two people, the number of copies of a given gene may 

Copy number variations have been linked to many different types of diseases including cancer, 

HIV acquisition and progression, autoimmune diseases, and Alzheimer and Parkinson’s diseas

[45].   

To keep the example simple, suppose that we can measure the amount of all genes 

present in a cell.  Like all measurements, some random error will exist.  Most genes will be 

presen

y.  Therefore, we will have three levels, ‘loss’, ‘gain’, or ‘neutral’.  By identifying chang
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from one level to the next, we can discover where copy number variations are occurring and

what magnitude.   

To simulate this phenomena, a sequence of 1000 data points has been generated at 

three levels, 1, 2, an

 in 

d 3, with added white noise ~N(0,1) [Figure 2.1].   Data points 1‐350 will be 

generat r 

 

.  

 

Figure 2.1: Copy Number Variation Simulation Data Set.  1000 data points were simulated at one 
of three baseline levels (1, 2, or 3).  White noise was added to simulate instrumental or 
measurement errors.  Four change points exist in the data set at positions 350 (from 2   1), 
position 425 (from 1 to 2), position 700 (from 2 to 3), and position 815 (from 3 to 2). 

e made on 

the appropriate number of change points to analyze.  As indicated in Section 2.2.2, there is no 

rigorous way to determine the ‘correct’ number of change points, so we instead have to look for 

ed as ‘2’, 351‐425 as ‘1’, 426‐700 as ‘2’, 701‐815 as ‘3’, and 816‐1000 as ‘2’.  Thus, fou

change points exist in the data, at positions 350, 425, 700, and 815.  Since our goal is to model 

changes in the mean of the data, our regression model takes the simple form f(x) = C, where C is

a constant.  The three constants can either be specified by the user or selected by the algorithm

In this example, we will let the algorithm select the constants in order to showcase its ability to 

make inferences about the parameters of the regression model.   

to

 

Before obtaining results from a change point analysis, a decision must first b
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the ‘bre

e 

nge 

 

Figure 2.2 Reduction in Squared Error with each Additional Change Point – Copy Number 
Variation Simulation Data.  The slope of the squared error curve as a function of the number of 
change points is indicated for the Copy Number Variation simulation data set.  The ‘break in the 
curve’ or the last significant reduction in squared error occurs with the addition of the fourth 
change point.  
 

points,  rd least 

squares est 

fitting m  1.972, which again corresponds well with what we know to be the true 

 

 

ak in the curve’ in the histogram comparing the reduction in squared error with each 

additional change point.  Figure 2.2 shows that the last significant reduction in squared error 

occurred with the addition of the fourth change point. Therefore, we run the change point 

analysis using four change points.  The global optimal solution to this problem places the four 

change points at positions 351, 424, 700, and 811 [Figure 2.3].  This matches well with what w

know to be their true locations [350, 425, 700, and 815].  Next, given the location of the cha

we want the model that best fits the data in each interval.  Using the standa

 solution to a linear regression problem, we find that in the interval 1‐351, the b

odel is f(x) =

model, f(x) = 2.  In the other four intervals, the inferred model also matches the true model,

picking constants of 0.917, 2.012, 2.903, and 1.961, compared to the true values of 1, 2, 3, 2

respectively [Table 2.1]. 

23 
 



  We note that a Hidden Markov Model (HMM) can also be used to study a change in 

mean [78].  However, HMMs can get trapped in locally optimal solutions and they require an 

 of 

n 

Figure 2.3 Copy Number Variation Simulation Results with Four Change Points.  The locations of 
the four change points are indicated as red spikes at the bottom of the figure, corresponding to 
locations 351, 424, 700, and 811.  The blue curve represents the simulated data while the green 
curve represents the inferred (constant) model for each sub‐interval created by the placement  

iterative approach due to their use of the Baum‐Welch algorithm to estimate the parameters

the regression model, whereas the Change Point algorithm obtains the global optimum solutio

in a single pass through the data. 

 

 of
the change points. 
 

Interval Start  Interval End  Predicted Copy Number  True Copy Number 
1  351  1.972  2 

352  424  0.917  1 
425  700  2.012  2 
701  811  2.903  3 
812  1000  1.961  2 

 
Table 2 lation of Co mber Variation Da optimal placement of fo e 
points c  the five sub als of the data ind  the table.  The third column gives the 
optimal for the con del (in terms of s  in each sub‐interva  final 
lumn provides the constant used to generate the data in that sub‐interval. 

.1 Simu py Nu ta.  The  ur chang
reates ‐interv icated in
 value  stant mo quared error) l.  The

co
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2.4 

The cha roxy records.  One data 

 the [hereafter LR05].  

s 

free 

, 

ntly 

 

n 

r, which is less than the 

expecte

7 has 

r from 

Application: The δ18O Record of the Plio‐Pleistocene 

nge point algorithm was applied to two different types of δ18O p

set is  orbitally tuned 5 Myr‐long isotope stack of Lisiecki and Raymo [86] 

Long climatic records have poorly constrained time scales, but are assumed to have fluctuations 

associated with solar insolation.  As a result, the timing of features in a record may be adjusted 

to match predictions of the orbital theory in the hopes of improving dating accuracy.  Thus, after 

aligning the 57 cores from around the world, Lisiecki and Raymo [86] adjust their age model so 

that the observed fluctuations in the δ18O record correspond to the Milankovitch cycles.  Their 

tuning target is a simple nonlinear model of ice volume [72] which takes the June 65°N 

insolation curve as its forcing function.  Because orbital tuning may induce a bias in the location

of the change points, a second analysis was also done on a 2.5 Myr‐long data set that is 

from orbital tuning [66] [hereafter H07], an extension of Huybers and Wunsch [67]. The H07 

approach pays the price of its freedom from orbital tuning by adding considerable age 

uncertainties in regions distant from absolute age control points.  To address this uncertainty

several realizations of plausible age models would have to be simulated and independe

tested by the change point algorithm to ensure that results are not due to stochastic 

fluctuations.  This type of analysis is beyond the scope of this application and we chose not to

weigh in on the merits of one type of data set over the other.   

The two data sets are quite similar.  As Huybers [66] points out, the differences betwee

the ages of the two models has a standard deviation of only 6 ky

d uncertainty for the depth‐derived ages.  There are however, two important 

differences.  Prior to 600 ka, the sampling densities of the two data sets are different.  H0

data points corresponding to every 1 kyr, while LR05 has data points spaced every 2 ky

600 ka to 1500 ka, and then every 2.5 kyr from 1500 ka to the end of the H07 data set.  
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Secondly, a circa 100 kyr pulse is seen in the H07 data at 2 Ma that is not found in LR05.  

Accordingly, the change point algorithm will bound this interval with a pair of change po

when the 100 kyr sinusoid is utilized in a model.  A comparison of the results from the alg

on the two published data sets is given below in Section 2.4.2 ‘Linear Combinations of 

Milankovitch Frequencies’.  This type of comparison provides insight into the most important 

changes of the climate system that are visible across different models and across differ

sets. 

ints 

orithm 

ent data 

 

Figure 2.4 Benthic δ18O data.  a) The original δ18O record [86]; b) δ18O data after the overall trend 
was removed using an exponential function; c) The detrended data after a weight was applied to 
each sub‐interval.  The sub‐intervals were selected by the change point algorithm when the input 
was the linear combination of the Milankovitch frequencies [Actual change points given in Table 

 an 

expone ial function so that the change points represent changes in the Earth’s response to 

 
2.3].  The weight used was 1/(standard deviation) of that sub‐interval.   
 

The first step for either data set is to remove the overall trend from the data via

nt
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orbital i d 

 changes in the amplitude and phase parameters for a given 

frequen

 

e 

 

, 

gly, change points before 2500 ka are less likely since there is less squared variation to 

count Figure 

d 

‐

here 

nputs rather than the cooling and long‐term Plio‐Pleistocene trend towards increase

ice volume (See Figures 2.4a‐b).   

All analyses described here include change points associated not only with changes in 

the dominant frequencies, but also

cy.  The phase parameter takes values between ‐180 degrees and +180 degrees and 

gives the phase shift of the sinusoidal functions relative to time 0 (present day).  This choice was

arbitrary and has no bearing on the final results.  The results are identical if we choose t1 to b

the most recent or the most distant time point.  The amplitudes are in δ18O units.  Here and in 

the remainder of Section 2.4, we constrained the minimum interval length to be at least as large

as the longest wavelength included in the regression model.  Due to the nature of the algorithm

all change points will represent an abrupt or discrete change in the system when considered in 

isolation.  However, gradual changes can be realized when the change points and resulting 

model parameters are viewed in context.  Several nearby change points that show slowly 

varying or step‐wise changes in parameter values are indicative of a gradual change in the 

system. 

    There is a marked decrease in the variability prior to about 2500 ka (Figure 2.4b).  

Accordin

ac  for.  Therefore, in addition to an analysis directly on the detrended data shown in 

2.4b, we conducted a ‘weighted’ least squares analysis as described in Section 2.2.2.  After 

completing step one on each sub‐interval, we weighted sub‐intervals by 1/variance around the 

mean of that interval prior to application of Steps 2 and 3 (Figure 2.4c).  In general, we foun

that this weighting made little difference except between ~2400 and ~2700 ka, where an 

additional change point was located in this region in the weighted analysis compared to the un

weighted analysis, and within the ‘transition interval’ ~800 to ~1200 ka discussed below, w
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we saw a shift in the location of the change points.  Here, we present the weighted analysis 

while referring the reader to the un‐weighted analysis located in the supplement to [129]. 

 

2.4.1  Dominant Frequency Analysis 

We begin our analysis by examining the LR05 time series and addressing the traditional problem 

equency in each sub‐interval, selecting in each 

ve 

er 

 

Figure 2.5 Amount of Squared Residual Error Accounted for by Each Successive Change Point  The slope of the 
squared error curve as a function of the number of change points: a) the change in the residual sum of squares with 
the addition of each successive change point for the weighted analysis of the single dominant frequency b) the 
change in the residual sum of squares with the addition of each successive change point for the weighted analysis of 
linear combinations of the Milankovitch frequencies.  The ‘break in the curve’ corresponds to a change in the slope of 
the squared error curve.   

of identification of the single dominant orbital fr

sub‐interval only one of the three sinusoidal functions: “eccentricity” (100 kyr), obliquity (41 

kyr), or precession (23 kyr). This is an example of the pseudocode in Section 2.2.2 with M=3.  

Strong support for the existence of these frequencies within at least some region of the data 

already exists through conventional Fourier analysis.  Other sinusoidal functions could also ha

been chosen.  The choice of 100 kyr to represent eccentricity was based on the empirical pow

of a circa 100 kyr cycle during the late Pleistocene.  This model is a first attempt to explain the 

data and serves primarily as a comparison to spectral analysis techniques that have been used in 

paleoclimatology.  
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Recall from Section 2.2.1 that there is no statistically rigorous method to determine the number 

of change points required in a least squares analysis.  As an alternative, we examined changes in 

squared error as a function of the number of change points in an effort to identify the ‘break in 

the curve’. For the analysis of dominant frequencies, we used four change points (Figure 2.5a).   

Single Dominant Frequency: Milankovitch Inputs (23, 41, 100 kyr), 4 Change points 
Constraint: Minimum interval length 100kyr    Phase in degrees (‐180 to 180) 
 
Sub‐Intervals  Dominant Period (kyr)  Amplitude (δ18O)  Phase  Constant (α)  R2 
1 to 113  100  0.4584  ‐150.78  0.1435  0.5368 
114 to 424  100  0.5049  141.47  ‐0.0804  0.566 
425 to 778  100  0.412  ‐160.20  0.021  0.5218 
780 to 2713  41  0.2188  158.78  0.037  0.2895 
2715 to 5320  41  0.0896  ‐156.12  ‐0.0468  0.1828 
 
  Total R2 = .4615   

Table 2.2 The Single Dominant Frequency [LR05].  The single dominant frequency in each of 5 
sub‐intervals using only the three Milankovitch frequencies: 23, 41, and 100 kyr, with the 

analysis (100 kyr). The amplitude is given in δ O units, the phase in degrees from ‐180 to 180, and 

its own.   

Our dominant frequency analysis indicates that the most recent 1 Myr exhibit a more 

analy n  ur change points ar een 

778 k ese nd 7 reg o ese ch  

point inated by the 1  cycle with chang e de a e parameters. 

Figur the observed ta and the fitted functions. W a cha t n  

minimum permitted  most recent interval, here at 113 ka.  When we relaxed the 

minimu es a change 

point that  ka 

ersists   the subsequent analyses (Tables 2.3, 2.4 and 2.5). The two intervals prior to 

~780 ka   

 

constraint that the minimal sub‐interval length be at least as long as the longest wave in the 
18

the R2 values are the percent of the squared variation that a single wave is able to account for on 

 

complex pattern requiring more change points than the previous 4Myr, even in the weighted 

sis.  Thus, as shown in Table 2.2, whe fo e selected, three are betw

a and the pr nt (113 ka, 424 ka a 78 ka) and the  imes b unded by th ange

s are dom 00 kyr es in th  amplitu nd phas

e 2.6 shows   da e find  nge poin ear the

length for the 

m length constraint, we consistently found that the most recent 80 ka includ

 seeks to capture an unusual pattern of the recent past. The change point at ~780

throughoutp

[780‐2713 ka and 2715‐5320 ka] are both best fit by the obliquity forcing function with

a threefold change in the amplitude of the obliquity response at about 2713 ka (Table 2.2).  Only
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the influences of the 41 kyr (obliquity) and 100 kyr (eccentricity?) forcing functions are inferred 

over the entire time series. The un‐weighted analysis with four change points yields similar 

results to the weighted analysis, with change points at 113, 425, 786, and 2703 ka, and an R2 

value that is less than half a percent greater than the weighted least squares, 0.465.   

 

Figure 2.6 Benthic δ18O Data Plotted vs. Proposed Model with Change Points Indicated – Single 
Dominant Frequency [LR05].  The least squares fit for the single dominant Milankovitch based 
cycle in each sub‐interval.  The data is plotted in blue, the proposed model in green, and the 
change points as red spikes at the bottom of the figure.  The data shown is the original data after 
the trend was removed.  The change points were selected using the weighted least squares 
approach, but are plotted against the unweighted data.   

 

Over the full 5320 kyr interval, less than half [0.462] of the squared variation (R2 ) in the 

ratio of oxygen isotope values is accounted for by the best fit of a single dominant 

“Milankovitch” frequency in 5 sub‐intervals (Table 2.2). Furthermore, in the interval from 2715 

ka to 5320 ka only 18% of the squared variation is accounted for by the best fitting of these 

functions (Table 2.2). Table 2.2 illustrates the ability of the algorithm to identify dominant 

frequencies without the required restrictions on window size. Increasing the number of change 

points provides a better   but doubling the number of change points (to 8) only increases the fit,
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total R2   the two 

well‐rec tocene 

ransition (~900ka) and the intensification of northern hemisphere glaciation ~2.7Ma] returns 

changes

 ka in 

 of 

.   

 the single dominant 

frequen  kyr 

 

 

 

e, 

intervals

 at 

value to 0.521. Reducing the number of change points to 2, corresponding to

ognized changes in the behavior of Plio‐Pleistocene glaciation [the Mid‐Pleis

T

 at 692 ka and 2713 ka, but an R2 value of only 0.357.  

In the 2 change point analysis, the Mid‐Pleistocene Transition occurs at 692

comparison to its location at 778 ka in the 4 change point analysis. The movement of the 

location of change points when additional change points are added to the analysis is not 

unexpected.  For example, suppose that the data contained more ‘changes’ than the number

change points the algorithm was asked to find.  If this were the case, a single sub‐interval may 

have to account for several inhomogeneous regions within its bounds and would thus average 

the parameter values across these inhomogeneous regions.  With an appropriate number of 

change points, each sub‐interval truly has homogeneous parameter values within its bounds

We were also concerned that our results might be sensitive to the precise frequency 

chosen for the circa 100 kyr glacial cycle.  To address this concern,

cy analysis was also separately run using 95 kyr and 104 kyr cycles instead of the 100

cycle.  When the 95 kyr cycle was used instead of the 100 kyr cycle, the change points were

located at time positions 112, 788, 916, and 2713 ka, with a total R2 value of 0.449, a 1.5%

reduction.  As was true for the analysis using a 100 kyr sinusoid, the circa 100 kyr cycle, in this 

case the 95 kyr term, dominates [i.e. best fits] the three most recent intervals, while the 41 kyr

cycle best fits the other two intervals.  When using the 104 kyr cycle instead of the 100 kyr cycl

the change points occur at time positions 423, 792, 1216, and 2715, with a total R2 value of 

0.422, a 4.3% reduction.  Again, the circa 100 kyr cycle dominates the most recent three 

 [0‐ 1216 ka], while the 41 kyr cycle dominates the other two [1218‐5320 ka].  

Importantly, throughout this range of candidate eccentricity frequencies, the change points
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~790 ka and ~2715 ka remain unchanged.  Our modeling of circa 100 kyr behavior in glaciation 

over the past 5 Ma is therefore quite reliable, whatever our limitations on its interpretation may

be. 

 

2.4.2  Linear Combinations of Milankovitch Frequencies 

Next we consider models with linear combinations of sinusoidal functions of the three classic 

Milankovitch frequencies (100, 41, and 23 kyr).  This is a special case of the pseudocode in 

Section 2.2.2 with M=1.   In this section, we analyze both the 5 Myr orbitally tuned benthic

LR05 data set as well as the 2.5 Myr non‐orbitally tuned benthic δ18O H07 data set. The

this section is not only to compare the results of the change point algorithm on the two data 

sets, but to be able to draw inferences that are independent of the age models used.  We begin

our discussion with an analysis of the LR05 data set.   

 

 δ18O 

 goal of 

 

In this analysis, we increased the number of change points to seven to show a more 

 result (Figure 2.7 and Table 2.3). Change points occur at 102 ka, 380 ka, 786 ka, 1030 

een the early 

tions of all subsets of Milankovitch terms 

to the p ls, 

 

nuanced

ka, 1198 ka, 2418 ka, and 2713 ka. Five of the seven change points occur betw

onset of the Mid‐Pleistocene Transition identified in the literature ~1500 ka (Rutherford and 

D’Hondt 2000) and the present, while the remaining two change points occur near the 

intensification of northern hemisphere glaciation ~2.7Ma. As shown in Ruggieri et al [129], 

adding up to 10 change points does not relocate six of the seven change points and moves the 

seventh change point by only 2 kyr.   

To better understand the contributions of each of the Milankovitch terms to each sub‐

interval (i.e. climate regime), we examine the contribu

roportion of squared variation (R2) accounted for in each of the predicted sub‐interva

with the seven change point locations fixed to those in Table 2.3 (Table 2.4).  A ‘*’ indicates the
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subset of Milankovitch sinusoids that accounts for the most variance in each sub‐interval.  Th

contribution of the precession‐based term is small compared to the obliquity and eccentricity

terms (Table 2.4).   

 

e 

 

 

Figure 2.7 Benthic δ18O Data Plotted vs. Proposed Model with Change Points Indicated – Linear 
Combinations of Milankovitch Frequencies [LR05]. The least squares fit for the linear 
combination of the three Milankovitch based cycles and a constant term with seven change 
points.  The actual data is in blue, the proposed model is in green, and the red spikes at the 
bottom of the figure represent the optimal locations of change points selected by the algorithm. 

 

The amplitude of the obliquity‐driven glacial cycle has a roughly constant magnitude from 2715 

ka to the present, even though it is not the dominant frequency for the past 1.2 Myr (Table 2.3).  

Prior to 1.2 Ma, the obliquity term dominates while the other two terms add little to the overall 

fit. This result is robust against the selection of the number of change points, as opting for fewer 

(5) or more (10) change points yields similar results.  While the obliquity response dominates in 

the interval 2420 ka to 2713 ka, the amplitude of the eccentricity based function increases 

relative to adjoining intervals.  It is perhaps not coincidental that this ~300 kyr interval of mixed 

spectral itude of glacial  behavior follows immediately after the significant increase in the ampl
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cycles a as nearly 

three‐fo isphere 

glaciers and their associated feedbacks during this interval [134].  In this interval, we see that all 

three sinusoids together are only able to account for just over 20% of the squared variation of 

the δ18O data.  We concede that our statistics concerning the dominance of obliquity forcing 

may be biased by the obliquity‐based tuning procedure used by Lisiecki and Raymo [86] to date 

the δ18O record. However, despite the fact that Lisiecki and Raymo [86] also included precession 

in their tuning procedure, the 23 kyr cycle never plays an important role in the change points we 

identified, and never explains a large fraction of the variance in our models. 

The Milankovitch Frequencies: 23,41,100kyr

t about 2713 ka.  In all cases, the amplitude of the obliquity based function w

ld lower before 2715 ka ago, consistent with the absence of large northern hem

Constraint: Minimum interval length: 100kyr    Phase in degrees (‐180 to 180)

 

  23kyr  41kyr  100kyr   

Sub‐Intervals  Amplitude  Phase  Amplitude  Phase  Amplitude  Phase  Constant (α) 

1 to 102  0.2043  71.68  0.2986  146.18  0.376  ‐147.34  0.1797 

103 to 380  0.1962  39.51  0.2916  ‐161.88  0.4354  133.52  ‐0.0209 

381 to 786  0.0344  ‐158.14  0.2569  ‐164.03  0.4675  ‐169.64  ‐0.0303 

788 to 1030  0.1431  28.07  0.2002  178.88  0.2761  13.61  ‐0.0492 

1032 to 1198  0.0925  14.63  0.1281  139.93  0.3148  ‐82.71  ‐0.0154 

1200 to 2418  0.0292  ‐129.26  0.225  152.78  0.0553  102.22  0.0402 

2420 to 2713  0.0273  29.12  0.2588  162.55  0.184  ‐65.01  0.177 

2715 to 5320  0.012  ‐172.05  0.0893  ‐156.22  0.0293  ‐15.29  ‐0.0467 

  Overall R = .6641 2 

Table 2.3: Linear Combinations of Milankovitch Frequencies [LR05]. Linear Combinations of Milankovitch 
frequencies: 23, 41, and 100kyr.  The seven change points selected by the algorithm yield eight sub‐intervals with 
corresponding amplitude and phase   in each sub‐interval.  The 
amp  degrees from ‐ 80 to 1 s imposed 
that the minimum sub‐interval length be at least as long as the longest wave in the analysis (100 kyr).   

 

st  t en e  is t a le be  

to account for the most squared variation in each of these sub‐intervals.  The 100 kyr based 

parameters for each of the three input waves
litudes are given in δ18O units and the phase in 1 80.   Once again, a constraint wa

In the la  1200 kyr, he ecc tricity‐bas d term he ‘domin nt’ cyc cause it is able

34 
 



cycl marked s litu inn 8 ka able  amplitude 

further  at 786 Thus,  time een  1200  and 800  could

con nsiti rv en w eas num chan nts in  le 

dom ency analysis  r to , th r cy ina  120

the present.  Thus, the extension of the interval in which eccentricity is dominant, stems from 

en ~780 

23, 41, 100 

e shows a   increa e in amp de beg ing 119  ago (T  2.3).  The

 increases  ka.    the  betw  roughly  ka  ka  be 

sidered a ‘tra on inte al’.  Wh e incr ed the  ber of  ge poi the sing

inant frequ from fou  seven e 100ky cle dom tes from 0 ka to 

the inclusion of three additional change points, again suggesting that the interval betwe

ka and ~1200 ka is a transition interval.    

Sub‐Intervals  23  41  100  23,41  41,100  23,100 

1 to 10 0.1384  0.3589  0.5207*  0.5013  0.7222*  0.6171  0.8233 2 

103 to 380  0.0862  0.198  0.4908*  0.291  0.6952*  0.5818  0.7923 

381 to 786  0.0044  0.1546  0.5367*  0.16  0.7*  0.5389  0.7029 

788 to 1030  0.0934  0.2313  0.3557*  0.31  0.5356*  0.4548  0.6206 

1032 to 1198  0.0561  0.0764  0.5055*  0.1405  0.5876*  0.5451  0.6356 

1200 to 2418  0.0063  0.3739*  0.0211  0.3804  0.3969*  0.0273  0.4032 

2420 to 2713  0.0086  0.4348*  0.1905  0.4392  0.6636*  0.2006  0.6688 

2715 to 5320  0.0036  0.1828*  0.0204  0.1861  0.2023*  0.024  0.2056 

Table 2.4: Percent of Squared Residual Accounted for by Each Subset of Inputs [LR05]. Given the location of the

squared variation (R2) that each subset of sinusoids is able to account for.  For a given number of sinusoids included in 
2

the model using the three Milankovitch frequencies. 

In the most recent 5 sub‐intervals [0 ‐1198 ka], the addition of the obliquity term to the

100 kyr term improves the fit by over 16% in all sub‐intervals with the exception of 1032‐1198 

ka where the fit is improved by 8%.   Also,

 
seven change points from the linear combination of Milankovitch frequencies [Table 2.3], we look at the amount of 

the model, the subset that accounts for the most squared variation is indicated with a ‘*’.  Note: the Total R  =.662 for 

 

 

 we note that the contribution to squared error is 

n e [i.e ding tog er the R2 es for 1 kyr 0 kyr ua

th e com on 41 nd 10 bset esti  sinusoidal w e 

n ona Whe equ re dif t, all s of  len ll 

b l; in se, w ealin som sho nts   orthogonality 

ca um

 

but not so for the other two intervals.  For the most recent 102 kyr, the constant is 0.179.  This is 

early additiv . ad eth  valu  the 4  and 10  individ lly, gives 

e R2 for th binati  kyr a 0 kyr su ], sugg ng that the aves ar

early orthog l [16].   n the fr encies a feren  sinusoid  infinite gths wi

e orthogona  this ca e are d g with  etimes  rt segme so that

nnot be ass ed.   

For 6 of the 8 intervals, the constant term is close to zero as expected after detrending,
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consistent with higher δ18O levels associated with the well reported greater glacial maximum in 

this interval. Also, in the interval 2420 ka to 2713 ka, the constant has a value of 0.177, perhaps 

indicating greater average ice volume in this interval relative to adjoining intervals.  

In total, 66% of the total un‐weighted squared variation in these data can be fit by the 

three sinusoidal functions in the indicated eight sub‐intervals.  As there is clear evidence that 

the climate behavior at the orbital periods is not linear [2, 79], our simple model undoubtedly 

underestimates the total fraction of climate variance paced by orbital forcing through the 

Pliocene and Pleistocene.  At the same time, some of the variation explained by the model may 

be byproduct of the orbital tuning of the data set. 

The non‐orbitally tuned H07 data set provides us with a different set of change points 

than does the LR05 data set (Table 2.5).  To aid the comparison, we sought the six optimal 

change points as the seventh change point in the LR05 data set falls outside of the timeframe of 

the H07 data set. In total, the change point algorithm with six change points for the linear 

combination of Milankovitch frequencies was able to account for 56.8% of the squared variation 

in the data, nearly 10% less than in the LR05 data set.  This difference may be attributable to 

orbital tuning and the inclusion of a 41 kyr sinusoid in the model being tested.  Two of the six 

change points are at nearly identical spots, ~788ka and ~1200 ka.  The fact that these two 

change points appear in both data sets strongly indicates that major changes occurred at these 

times.  The biggest difference between the locations of the change points in the two data sets 

was in their clustering.  In the H07 data set, the majority of the six change points are located 

prior to 1200 ka (Figure 2.8); in the LR05 data set, a majority of the change points are located 

after 1200 ka. We caution that the two data sets have different sampling densities at 2 Ma and 

that we cannot rule this out as one possible cause of this discrepancy.   
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As with the LR05 data set, in H07, we see a step‐wise increase in the amplitude of the 

100 kyr cycle at 1200 ka and again at ~790 ka.  In the H07 data set, after 1200 ka the 41 kyr cy

remains an important component to the system, albeit subordinate to the 100 kyr cycle.  

Because the data set is not orbitally tuned, we no longer see the phase locking of the 41 ky

cycle that was present in the LR05 data set.  However, the change in phase remains small (less 

than 30 degrees) except between 1700 and 2103 ka.  The change point at 1700 ka deserves 

special attention.  It appears that this change point is a result of a phase shift rather than an 

amplitude change of any of the three model components.  It is plausible that this change point

arises from age model uncertainty.  The interval from 1991 to 2103 ka is an anomaly compared 

to the sub‐intervals that surround it.  In this interval, we see the relative

cle 

r 

 

 weakness of the 41 kyr 

signal a  

 is 

nd the emergence of a longer period signal, a combination that is absent from the LR05

stack at this same time period.  Accordingly, the change point algorithm picks out this interval as 

distinct from its neighbors.  Finally, as with the LR05 data set, the precessional component

only a minor contributor throughout the time series.    

Linear Combinations of Milankovitch Frequencies
Constraint: Minimum interval width: 100kyr Phase in degrees (‐180 to 180)
 
  23 kyr  41 kyr 100 kyr   
Sub‐Intervals  Amplitude  Phase Amplitude Phase Amplitude  Phase  Constant (α) 
1 to 791  0.0722  7.71 0.1467 50.38 0.434 13.50  ‐0.0106
792 to 1195  0.0584  72.26 0.1782 19.57 0.1793 2.96  0.0339
1196 to 1700  0.0291  ‐26.85 0.2521 39.84 0.0431 ‐52.44  ‐0.0264
1701 to 1990  0.0273  34.89 0.2003 ‐36.07 0.0445 37.32  0.0544
1991 to 2103  0.0805  26.96 0.0774 89.58 0.2362 51.11  0.0719
2104 to 2331  0.0146  45.11 0.176 29.45 0.0206 ‐77.50  ‐0.0877
2332 to 2580  0.0367  ‐59.36 0.2101 ‐6.77 0.1574 76.38  0.0189
 
  Total R  = 0.5680 2

Table 2.5: Linear Combinations of Milankovitch Frequencies [H07]. Linear Combinations of Milankovitch frequencies: 

amplitude and phase parameters for each of the three input waves in each sub‐interval.  The amplitudes are given
18

length be at least as long as the longest wave in the analysis (100 ky
 

23, 41, and 100 kyr.  The six change points selected by the algorithm yield seven sub‐intervals with corresponding 
 in 

δ O units and the phase in degrees from ‐180 to 180.  A constraint was imposed that the minimum sub‐interval 
r).   
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18Figure 2.8: Benthic δ O Data Plotted vs. Proposed Model with Change Points Indicated – Linear 
Combinations of Milankovitch Frequencies [H07].  The least squares fit for the linear combination 
of the three Milankovitch based cycles and a constant term with six change points.  The actual 
data is in blue, the proposed model is in green, and the red spikes at the bottom of the figure 
represent the optimal locations of change points selected by the algorithm. 

 

Looking more closely at the change points obtained from the H07 data set, we see that 

half of them fall near magnetic reversals, boundaries which were used to define the H07 age 

model:  780*, 990, 1070, 1770*, 1950*, and 2580 ka.  The only change point in the LR05 time 

series that coincides with a magnetic reversal is the timing of the onset of the 100 kyr regime at 

~790 ka. It thus seems likely that in the case of the H07 data set, the change point method 

detects shifts in amplitude or phase of glacial cycles which are at least partly an artifact of how 

the time scale was derived.  

 

2.4.3 

A recent study [68] suggests that the 100 kyr cycle conventionally attributed to orbital 

eccentricity (in some form) may stem instead from non‐linear climate system responses to the 

The ‘100 kyr’ Cycle Analysis 
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obliquity forcing.  Non‐linear interactions of an obliquity response with strong feedbacks, such

as the adjustment of large ice sheets and/or the extent of sea‐ice, might generate periodicities 

in glacial cycles near the observed 100 kyr period.  In particular, the transition to circa 100 k

glacial cycles might resemble the “Devil’s staircase” transition in non‐linear systems [74], where

sub‐harmonics (rational num

 

yr 

 

ber multiples of the fundamental period) may dominate the overall 

sponse of the system [89].   

 the ability of three different models to fit both 

the LR05 and H07 data sets: 1) ‘Classic Milankovitch’ ‐ 23, 41, and 100 kyr; 2) ‘Harmonics of 

Obliquity’ – 41, 82, and 123 kyr; and 3) ‘Alternate 100 kyr’ – 41, 95, and 124 kyr.  The ‘Classic 

Milankovitch’ model is the same model that was just discussed.  The 95 kyr and 124 kyr 

components of the ‘Alternate 100 kyr’ model were chosen because they represent two of the 

major spectral components of the eccentricity function [9, 10].  The hypothesis that we wish to 

examine is whether or not the ‘Classic Milankovitch’ model fits the data as well or better than 

two alternative models for ice volume.  In order to keep the model complexities the same, the 

number of change points was held fixed at seven and only three sinusoidal components were 

included in each model.  As a result, the precession sinusoid was left out of both the ‘Harmonics 

of Obliquity’ and the ‘Alternate 100 kyr’ models.  Our aim is twofold: 1) To determine which 

model provides the best overall fit to the data; and 2) To look for similarities in the change point 

locations across the three models in order to discover changes in the time series that are 

independent of the functions used to model the data. 

We first compared the proportion of the variance (R ) accounted for by each of the 

competing models on the LR05 data set.  When seven change points were used, the ‘Harmonics 

of Obliquity’ model was able to account for 66.9% of the squared variation in the data, while the 

‘Classic Milankovitch’ and ‘Alternate 100 kyr’ models were able to account for 66.4% and 65.6% 

re

To examine this question, we compare

2
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of the squared variation, respectively.  In essence, all fit the data nearly equally well.  From a 

practical standpoint, these models would appear to be nearly equivalent in their ability to 

represent the δ18O data, even though two of the three models leave out precession, a minor but 

still important component.  Inclusion of the precession term in the model increases the R2

values for the ‘Harmonics of Obliquity’ and ‘Alternate 100

 

 kyr’ to 0.699 and 0.684, respectively.  

One mu o 

n 

.2% 

st to 

s 

compon

st caution reading too much into the improvement in fit.  These models now have tw

extra parameters [amplitude and phase of the 4th sinusoidal input] with which to fit the data.   

We also examined these three models and their fit to the H07 data.  As before, in order 

to keep the model complexities the same, the number of change points was held fixed at six as 

the seventh change point in LR05 falls outside of the temporal range of the H07 data set.  Whe

six change points were used, the ‘Harmonics of Obliquity’ model was able to account for 64

of the squared variation in the data.  The ‘Classic Milankovitch’ and ‘Alternate 100 kyr’ models 

were able to account for 56.8% and 55.9% of the squared variation, respectively.  In contra

the LR05 data set, it appears that one of the models, ‘Harmonics of Obliquity’, substantially out‐

performs the other two models.  Our analysis therefore supports the recent suggestion (Huyber

and Wunsch, 2005; Huybers, 2007) that obliquity related terms describe the quasi‐periodic 

ents of glacial‐interglacial change since the intensification of northern hemisphere 

glaciation at least as well as the traditional model.  

The change point locations for each of the three models on the LR05 data set are as 

follows: 1) Harmonics of Obliquity – 263, 586, 1030, 1240, 1950, 2272, and 2713 ka; 2) Classic 

Milankovitch – 102, 380, 786, 1030, 1198, 2418, and 2713 ka; 3) Alternate 100 kyr – 118, 790, 

1030, 1202, 1698, 2485, and 2878 ka.  One of the most interesting details about the locations of 

the change points in the three models is the commonalities that exist between the three sets.  

There is one change point that appears exactly in all three models, 1030 ka, and others that are 
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similar in at least two of the three models ‐ ~788, ~1200, ~2450, and ~2713 ka.  The importa

of these times is highlighted by their inclusion in the optimal change point sets across multip

models.  Interestingly, these common change point 

nce 

le 

locations occur during the Mid‐Pleistocene 

Transiti

 

 

 

 

 

eir 

cs of 

 three models on 

the H07

2.4.4  Evaluation and Conclusions about the δ O record  

Using the well‐established “principle of optimality” [7], we describe a general change point 

algorithm for the characterization of paleoclimatic time series and illustrate its application to the 

analysis of δ18O data for the identification of the earth system’s response to Milankovitch 

forcing.  The algorithm’s novel characteristics are:  1) globally optimal least squares fitting to a 

on, between 0.8 Ma and 1.2 Ma, and at the onset of the intensification of Northern 

Hemisphere glaciation around 2.7 Ma.  Again, complete details of these two models with 

corresponding parameter values can be found in the supplement to [129]. 

As previously mentioned, the change point locations for each of the three models on the 

H07 data set were somewhat different from their corresponding models on the LR05 data set: 1)

Harmonics of Obliquity – 262, 532, 1104, 1224, 2090, and 2303 ka; 2) Classic Milankovitch – 791,

1195, 1700, 1990, 2103, and 233l ka and 3) Alternate 100 kyr – 794, 1026, 1195, 1699, 1977, and

2337 ka.  The change points for the ‘Classic Milankovitch’ and the ‘Alternate 100 kyr’ models are

very similar to each other on this data set [five of the six change points are within 13 kyr of each

other], but different from those of the ‘Harmonics of Obliquity’ model and different from th

counterparts in the LR05 data set.  On the other hand, the change points for the ‘Harmoni

Obliquity’ are similar in both data sets.  There are two similarities across the

 data set, namely the change points at ~1200 ka and ~2330 ka.  Also of note is the 

change point found ~790 ka in two of the three models.  This change point was also found both 

in the analysis on the LR05 data set and in the analysis on the single dominant frequency.   
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time series with windows of arbitrary size for a specified number of change points; 2) fittin

time series with combinations of predictor variables; and 3) applicability with  any fitting 

function, linear or non linear.  We presented an application of the change point method tail

g of 

ored 

 evaluating climate change on Myr timescales, but note that the method may be equally viable 

 including those 

induced by human activity.   

The strongest evidence for the utility of this algorithm in paleoclimatology comes from 

its confirmation of previously identified first‐order spectral changes in Plio‐Pleistocene δ O 

records, identification of the consistent importance of obliquity forcing throughout the Plio‐

Pleistocene, and demonstration that obliquity and its sub‐harmonics as well as an alternate 

representation of the empirically derived 100 kyr cycle fit the δ18O record as well if not better 

than the traditional Milankovitch model [59]. This last result suggests that the use of the 

empirical 100 kyr cycle may no longer be required.  Using the LR05 data set as an example, the 

most important change points correspond to the intensification of northern hemisphere 

glaciation at about 2.7 Ma [134] and to the Mid‐Pleistocene onset of large 100 kyr glacial cycles 

(Tables 2.2‐2.4).  The 2.7 Ma change point comes not from a switch in the dominant periodicity 

(the 41 kyr cycle dominates the orbital component of δ O change for more than 2 Myr before 

the change point and for nearly 2 Myr after), but from a significant increase in the amplitude of 

the 41 kyr component in the δ18O time series after 2.7 Ma and is associated with a large increase 

in the amount of variance explained by an orbital model for δ18O change. Because the time 

series was weighted by the variance of each sub‐interval, the 2.7 Ma change point arises largely 

from the increased signal‐to‐noise ratio of the 41 kyr component of benthic δ O after 2.7 Ma.  

Also, it appears that the 23 kyr precessional component of ice volume strengthened significantly 

to

in the detection of significant changes in climate behavior on other timescales,
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after 2.7 Ma, although it is always subordinate to the 41 kyr obliquity cycle and accounts for 

only a very small portion of the variance throughout the time series (Table 2.4).  

   Idealized as the transition from one dominant periodicity of glacial cycles to the next, 

the Mid‐Pleistocene Transition occurred at about 0.788 Ma in both the LR05 and H07 analyses 

(Tables 2.2, 2.3, and 2.5), on the young side of most published analyses [110, 130].  However

more complex representation of the δ18O time series as sums of orbital terms (Table 2.4) 

displays interesting behavior during the transition from the “41 kyr” world to the “100 kyr” 

world. Two short (circa 200 kyr) intervals between 0.788 and 1.2 Ma emerge from the LR05 

data.  These relatively short intervals may correspond to the apparently stepped transition fro

41 kyr to 100 kyr dominated cycles detected by Mudelsee and Schulz [104], in wh

, a 

m 

ich the authors 

und t  

 

erval, 

nd 

th 

fo hat an increase in average ice volume preceded the spectral shift to 100 kyr glacial cycles

by more than 200 kyr. In our analysis of the earlier (1.2 Ma) break point, the amplitude of the 41

kyr cycle drops significantly at the same time that the strength of the 100 kyr component of 

glaciation rises steeply.  This dip in the obliquity component exists only for a single sub‐int

from 1032 ka to 1198 ka, before returning to its previous level (Table 2.3).  The younger bou

for the Mid‐Pleistocene Transition, 0.788 Ma, corresponds to the time after which the streng

of the 100 kyr cycle is nearly constant, a result echoed by the H07 data set. The Mid‐Pleistocene 

Transition is also associated with a step‐wise increase in the 23 kyr precessional component 

(Tables 2.3 and 2.5).  However, the 23 kyr precessional sinusoid remains the least important of 

the three model components in terms of its amplitude [in both data sets] throughout the entire 

time period analyzed (Tables 2.3 and 2.5).   

Change point analysis of LR05 also suggests that climatic break points become more 

frequent toward the present. If the LR05 age model is robust, our analysis suggests that the 

climate system lurched more often as the intensity of glaciations increased in the late 
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Pleistocene.  The increasingly unstable pattern of glacial‐interglacial cycles, evident by the large 

number of change points after the Mid‐Pleistocene Transition in the LR05 data set, may indic

that the climate has drifted into a progressively more non‐linear state over time, and/or that 

new feedbacks have arisen in the late Pleistocene that significantly alter the frequency and 

amplitude behavior of the δ18O time series. Paradoxically,

ate 

 the amount of variance explained by a 

simple s .  

rts.   The 

 

 

). 

 

und 2 

rance of numerous changes in the H07 around magnetic reversals. 

 

 

um of “Milankovitch” sinusoids increases dramatically toward the present (Table 2.4)

This observation suggests that the larger amplitude glacial cycles of the late Pleistocene are 

better fit by finite length sinusoids than their early Pleistocene and Pliocene counterpa

tendency of internal feedbacks to resonate at or near orbital periodicities may therefore have 

grown over time (see [2] for examples of how ice age cycle could become phase locked to 

orbital forcing).   

On the other hand, change point analysis of H07 suggests that the time around 2 Ma

was more rugged.  However, climate related inferences based on the H07 data set are limited 

because the model did not fit the data as well as it did the LR05 data set and because several of

the change points may be artifacts of how the age model was determined (Tables 2.3 and 2.5

When comparing the results obtained from the orbitally tuned LR05 data set to the non‐orbitally

tuned H07 data set, two change points (788 ka and 1198 ka) appear in both data sets.  Further 

comparisons between the two data sets are hindered by the differing sampling density aro

Ma and the appea

2.4.5  Caveats and Future Work 

The approach described here does have some important limitations. Thus, some caveats are in 

order.  All of the models that were used in this analysis were assumed to be sinusoidal functions

based on the idea that climate change is the result of external forcing [i.e solar insolation and 
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Milankovitch Theory].  However, the use of sinusoidal functions is not new as it is used for 

Fourier based methods as well.  As discussed earlier, the change point algorithm can be adapted 

to more complex model functions.  With respect to the near 100 kyr cycle, it may be that this 

henomenon originates from internal feedbacks in the climate system rather than external 

 included in the analysis because of its empirical 

18

es 

 

 

 in a time series, leading to a need to examine the 

robustness

 

 in change 

hich 

there may

 

 

p

eccentricity forcing.  The 100 kyr term was

significance in the δ O record.    

The change point algorithm in its current form is an example of interrupted regression 

[96] and thus does not have a continuity constraint.  Therefore, the algorithm allows for both 

gradual and abrupt changes to take place.  If continuity is desired, spline regression techniqu

can instead be used, but the problem then becomes non‐linear in its parameters and 

approximation techniques must instead be used [96]. Typically, the optimization is a very hard

problem [84] and dynamic programming is not available to deal with this circumstance.   

One of the most important limitations of this algorithm is the lack of a rigorous method

to infer the number of change points

 of a study’s conclusions against variations in this number.  We find our major 

conclusions are insensitive to small variations in the number of change points [2‐3 fewer/more].

Drastic differences in this number would inevitably alter the results. Another important 

limitation of the present analysis is the absence of information concerning uncertainly

point locations. With the current algorithm, it is not possible to distinguish between change 

points whose specific location is strongly supported by the available data, from those in w

 be considerable uncertainty about the exact timing of a change. It is possible that 

another set or several other sets of change points are almost as good as the optimal set

returned by the algorithm. As a consequence, the ability of the algorithm to explore the rapidity

of change is limited. Fortunately, a Bayesian approach (described in the next chapter), similar to 
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that employed by Liu and Lawrence [88], is available to address this limitation, and to dra

inferences from multivariate proxy data.  By creating a probability distribution on the data and 

the parameters, we can draw sample solutions in proportion to their probability.  Instead of 

returning the unique global optimum, the Bayesian approach returns an ensemble of solutions 

from which to draw inferences.  The variability of these sampled solutions will give insight into

the uncertainty in the number of change points, their locations, and the values of the 

parameters in the model.   

Finally, it is clear that the results of the change point method will depend upon the 

choice of an initial model for ice age behavior; the present analysis is a point of departure, n

solution of the many enigmas of the ice ages.  Our method does allow for a more formal and 

flexible study of transitions or breaks in time series than previously attempted, with the 

innovation of flexibility in window sizes and in subsequent modeling functions.   

 

w 

 

ot a 

2.5  Special Topic: Testing Milankovitch’s Theory 

2.5.1  Introduction 

 a 

e so 

nated the late 

leistocene are puzzling not only because they depart from the 41 kyr cycles that characterized 

climatic variations for millions of years leading up to the Mid‐Pleistocene Transition, but also 

because their amplitudes and timing are much greater than can be linearly accounted for by the 

 variations that occur in the 100kyr frequency band [71]. This 

 More than three decades of research have sought to explain a fundamental observation 

ubiquitous in paleoclimate time series that span the last 2 Myr, the transition in cyclicity from

dominant 41 kyr beat to a dominant 100 kyr beat that occurs between 1.2 and 0.7 Ma, th

called Mid‐Pleistocene Transition [11, 92, 124, 128]. The 100 kyr cycles that domi

P

amplitude of the isolation

46 
 



discrepancy has resulted in a wide array of hypotheses that attempt to account for the str

appearance and amplitudes of the 100 kyr cycle. Some of the proposed mechanisms include 

forcing by changes in orbital inclination [105, 106, 107], changes in bedrock structure [26], non

linear amplification of eccentricity [59, 71, 72], feedbacks from sea ice [54, 143], Precession 

‘bundles’ [124, 126], and Obliquity ‘bundles’ [66, 68], where ‘bundles’ mean that deglaciations 

occur after an integer number of precession or obliquity cycles respectively.  In virtually all 

explanations for the Mid‐Pleistocene Transition, ice sheet changes play a leading role.  We aim 

to test aspects of the dominant theory for explaining the waxing and waning of ice shee

Milankovitch Theory, which states that ice sheets respond to solar insolation at 65°N in the 

summer [99].   

Depending on its parameters, a dynamic system may be dominated by outside forces 

applied to it (a forced system) [72, 99, 115] or these outside forces may provide a stimulus th

primarily excite the natural frequencies of this system (paced system) [68, 121, 144]. If the 

Earth’s dynamic glacial system is a forced system, then changes in ice volume as represente

the δ18O proxy record should follow the direct orbital or solar insolation inputs more closely 

than a sinusoidal approximation to these inputs. On the other hand, a finding that the Earth

dynamic glacial system more closely follows the sinusoidal model indicates that the dynamic

system is resona

iking 

‐

ts, 

at 

d by 

’s 

 

ting at its natural frequency.   

s 

e.  

The forcing versus pacing question has been looked at before.  Ruddiman [127] explore

the mechanisms associated with obliquity and precession forcing of ice sheets in depth, 

including feedbacks associated with CO2 and CH4 that enhance insolation forcing of ice volum

He invokes a gradual global cooling [121], which allows ice sheets to survive during weak 

precession insolation maxima, to explain the emergence of 100 kyr glacial cycles at the Mid‐

Pleistocene Transition.  Eccentricity, through its modulation of precession, then acts as a 
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pacemaker to the glacial system.  Maslin and Ridgwell [97] echo the idea that the Mid‐

Pleistocene Transition was a shift to a glacial system paced, rather than driven, by eccentricity 

and out

 124]; 

r 

 

To represent past variations in insolation, we use a set of four plausible models (described 

below) that are based either directly on variations in Earth’s orbital parameters or on the 

frequencies that dominate variations in the δ18O record and some of their harmonics. The four 

models we seek to test are: 

1) Direct forcing by solar insolation (Solar Insolation)– If Milankovitch Theory [99] is 

accurate, then the δ18O ice volume record should match the June 65°N solar insolation 

curve after a suitable time delay.  Here we examine this assertion by generating not only 

solation curve, but insolation curves corresponding to every 5° of 

 

sen to 

line several threshold events that could have caused this transition including: 1) A long 

term cooling trend caused by a reduction in the concentration of greenhouse gases [104,

2) The erosion of regolith under the Laurentide ice sheet [26], which would allow ice sheets to 

rest directly on bedrock, enabling them to take on an equilibrium form with a much greate

height; and 3)Long‐term cooling of the deep ocean during the Pleistocene, which alters the 

relationship between atmospheric temperature and the accumulation rates of snow on 

continental ice sheets, causing more extensive global coverage of sea ice [i.e. the ‘sea ice

switch’] [54, 143].   

 

2.5.2  The Models 

the June 65°N in

latitude and for every month of the year [66].  For each interval, the solar insolation

curve which best matches the δ18O proxy record (in terms of squared error) is cho

represent that interval.   
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2) Direct forcing based upon the orbital parameters of motion (Orbital) – Precession,

Obliquity, and Eccentricity [10, 69].  Instead of obliquity and precession acting in tandem

to produce a specific insolation curve [72], this model finds the optimal linear 

combination of these three parameters directly.  

Sinusoidal models representing the largest spectral components in the δ18O record 

(Sinusoids).   Previous analyses of the δ18O record have been calculated through Fourier 

methods which break apa

 

 

3) 

rt a time series into its periodic components; causality has 

ra of 

ically we 

s at these three wavelengths.  

le.  

Our  

to be at

con

Section ng 

the δ18O

Section e.   

Fina r of change points is an unsolved problem 

in the least squares setting, our conclusions must be checked for robustness across a varying 

been argued based upon the coherence (or lack thereof) between the Fourier spect

the δ18O record and the orbital parameters [59, 71, 105, 106, 107]. The variance of the 

δ18O record is concentrated in three spectral bands: 23, 41, and 100kyr.  Specif

find the best fitting linear combination of sinusoid

4) Sub‐Harmonics of Obliquity (Harmonics of Obliquity) – Recent work [66, 68, 89] has 

suggested that ice sheet dynamics are quantum in nature, responding to ‘bundles’ of 

obliquity cycles, where deglaciations are triggered every second or third obliquity cyc

We test this theory by finding the best linear combination of sinusoids at 41, 82, and 

123 kyr for each regime of the δ18O record.  

 results have a single constraint: we require the distance between any two change points

 least 100 kyr, equivalent to the duration of glacial cycles in the recent past.  This 

straint keeps the ratio of data points to free parameters from becoming too small. As in 

 2.4, we remove the long‐term cooling trend via an exponential function before analyzi

 proxy record [86] [Figure 2.4] and employ the weighted change point analysis of 

 2.2.2 to account for the substantial increase in variance of the δ18O record through tim

lly, because the choice of the optimal numbe

49 
 



num

id‐

 in 

ces 

Sec

2.5.3  Results 

The Least Squares Change Point algorithm was employed to find the best fitting model for each 

interval of time.  Since the algorithm optimizes over all combinations of models and locations of 

the change points as well as the regression parameters for each model, every change point  

Figure 2.9 Pacing Versus Forcing. Squared error is minimized over the locations of the change 
points and parameters of the regression model.  The specific model chosen at each time point by 
the change point algorithm is indicated at a varying number of change points.  Change points may 
signify a change in parameter value (i.e. amplitude), a change in model (i.e. forcing function), or 
both.  However, only the changes in model are visible in this figure.  The switch from forcing to 
pacing at the Mid‐Pleistocene Transition occurs at either 1.24 Ma, 0.91, or 0.71 Ma, depending on 
the number of change points. 

ber of change points.  It is clear from the data that there are at least two changes in the 

δ18O record over the last 5 Myr – the frequency and amplitude shift associated with the M

Pleistocene Transition and the cooling and ice growth during the late Pliocene which resulted

the onset of significant northern hemisphere glaciation at ~2.7Ma.  Here, we consider up to 6 

change points as this is the number after which the addition of further change points redu

the total squared error by a approximately constant amount (i.e. the ‘break in the curve’ of 

tion 2.2.1). 
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solution will have a mix of models in the results.  We find that the Orbital model (2) best fits the 

δ18O record prior to the Mid‐Pleistocene Transition over a range of change point values (Figure 

2.9).  Specifically, it fits the benthic δ18O curve best prior to 715 ka when 2 change points are  

utilized, 915 ka when 3‐5 change points are utilized and prior to 1.24 Ma when 6 change points 

are utilized, helping to put a constraint on the timing of the Mid‐Pleistocene Transition.   

To more fully explore the contributions of each of the four models individually, we 

examined the change in R2 values through time for each of the four models tested separately 

with five change points (Figure 2.10).  Since each model selects its own change points, the 

location  

similar t rn 

Hemisphere  late Pliocene is mutually identified by both the Sinusoids (3) 

and Harmonics of Obliquity (4) model ~2.6‐2.7Ma, while the Solar Insolation (1) and Orbital (2) 

models jointly identify this change ~3.5Ma.  This difference can be attributed to the regime 

boundary being identified as either the large protrusion in the record around 3.3Ma or the next 

significant glaciations, which occurred ~2.7‐2.8 Ma [Figure 2.4].   Again, we see that the forcing 

models (1) and (2) fit better prior the Mid‐Pleistocene Transition, while the pacing models (3) 

and (4), fit better after the Mid‐Pleistocene Transition.  Notice also that the Harmonics of 

Obliquity (4) model has its R  value increase significantly at the Mid‐Pleistocene Transition prior 

to the other three models.  Furthermore, the solar insolation model never explains more than 

45% of the variation in the data and fits much more poorly than the other three models over the 

last 1.24 Myrs. Overall, the sinusoidal models, (3) and (4), provide a superior fit compared to the 

Solar Insolation (1) and the full Orbital model (2) to the entire δ O proxy record under a varying 

number of change points (Table 2.6).    

s of the change points do not have to correspond. However, they often do occur at

imes (Figure 2.10).   For example, the change associated with increased Northe

 glaciations during the

2

18
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The solar insolation change point analysis permits the identification of the best fittin

month and latitude for each segment of the data.  Table 2.7 shows that, in each interval, high 

g 

 

Figure 2.10 Comparison of Orbital to Sinusoidal Models. Each of the four models is individually fit 

change points.  The orbital‐based (forcing) models provide the best fit until around 1.24 Ma, at 

 

insolation curve at high latitudes.  Since the δ18O record lacks an obvious precession signal, this 

result is not surprising.  Figure 2.11 compares the fit of the June 65°N insolation curve to the 

optimal insolation curve (in terms of squared error) during one of the intervals identified by 

change point analysis on the solar insolation model,  1262 – 3545ka [Table 2.7].  The conflict 

between precession variance and the δ18O record is unambiguous [Figure 2.11].  A Partial F test 

shows that the difference in fit between the two insolation curves is highly significant, with a p‐ 

value p < 10‐61 [Table 2.7].  Each of the other intervals shows similar phenomena, with larger, but 

still high

latitude northern or southern winters best fit the δ18O proxy record.  This result is particularly 

relevant to the times when the glacial system appears to be orbitally forced, i.e. prior to the 

Mid‐Pleistocene Transition.   The structure of the winter insolation curves compared to the

 

with the change point algorithm.  Shown are the R2 values through time for each model with five 

which time a transition begins to the superior fit of the sinusoid‐based (pacing) models.  The 
transition is completed by 0.74 Ma.   

summer insolation curves, rather than their magnitudes is the primary reason for this superior

fit. Winter insolation curves have less precession variance than the corresponding summer 

ly significant p‐values. 
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# Change Points  Solar Insolation  Orbital  Sinusoids  Harmonics of Obliquity 

2  0.2535  0.3799  0.4762  0.5042 

3  0.2854  0.4660  0.5061  0.5742 

4  0.2958  0.5145  0.5559  0.6074 

5  0.327  0.5380  0.6247  0.6421 

6  0.3548  0.5822  0.6486  0.6555 

Table 2.6 A Comparison of Overall R2 Values.  Shown is the fit over the entire 5Myr δ18O proxy 

points. 

 

 superior

 tuned version of Lisiecki and Raymo’s δ18O proxy record was 

nalyzed. 

Tim th  Lag (k 2 for O 2 for   

record in terms R2 for each of the four models individually under a varying number of change 

The δ18O proxy record was orbitally tuned to June 65°N solar insolation.  While orbital

tuning can introduce a bias to this analysis, we find that our results were robust to the tuning 

procedure as the major conclusions about the transition from a forced to a paced glacial system 

as well as the  fit of winter rather than summer insolation curves to the δ18O record 

remain valid when a non‐orbitally

a

e (ka)  Mon Latitude  yr)  R ptimal  R  June 65°N   P‐value

0‐104  January  4  0.449 0.385  .0041 55N  5 

105‐410  August  10 0.235 0.1614  9.8x10‐775S    3 

411‐512  November  1  0.353 0.0975  1.1x10‐765N  6 

513‐1260  October  9  0.278 0.1471  1.0x10‐1575N  6 

1262‐3545 December  10 0.351 0.0843  <10‐61  65N    7 

355 10‐150‐4965  November  65N  1  0.2778  0.0846  4.3x

      Overall R2:  0.327  0.1777  <10‐77

Table  Best Insolation Curve for Each Sub‐Interval of Time.  Insolation curves for each month of the 
year
curv a
together these segments using dynamic programming.  The lag parameter can be interpreted in terms of 

change points produce six regimes.  Indicated is the insolation curve which best fits the δ O proxy record in 

[Derived using a Partial F‐Test] 

   

 

 2.7 The
 and every 5° latitude were generated using Huybers program [66].  After fitting all possible insolation 
es with   time lag of up to 10 kyr to each segment of the data,  the change point algorithm pieced 

the lag in the climate system – the time difference between solar forcing and climatic response.  Five 
18

each interval of time and its associated R2, along with the R2 value for the June 65°N insolation curve of 
Milankovitch Theory.  The final column gives the p‐value for the significance of the improvement in fit. 
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Figure 2.11 A Comparison of June 65°N to the Insolation Curve which Best Fits the δ18O Proxy 
Record.  Six intervals of time are created by the change point analysis of the solar insolation 
model (1) (Table 2.7).  For one of these intervals, 1262‐3545 ka, we compare the fit of the best 
insolation curve, here December 65°N (green) and the Milankovitch ideal of June 65°N (red) to the 
δ18O proxy record during this time.  The lack of a precession imprint on the winter insolation 
curves allow for a better fit (in terms of squared error) to the δ18O Proxy Record. The difference is 
highly significant, with a p‐value p < 10‐61.  The other five intervals show similar phenomena. 

 

2.5.4  Discussion 

Glacial variations can be viewed as the output of a dynamic system whose outside forcing 

function is represented by solar insolation.  Such dynamic systems often have natural 

frequencies at which they resonate.  For example, the response to outside forcing may be 

similar to the way that a tuning fork responds to a singer’s voice.  A singer’s voice emits a 

complex signal, but the tuning fork will only respond at its natural frequency.   In much the same 

way, so d 

(resona f the 

system   

armonics. Some types of resonators have the ability to respond to overtones, or harmonics of 

lar insolation is a complex signal to which glacial growth and decay may respon

te) primarily at natural frequencies.  For many dynamic systems, the parameters o

are such that the output will be dominated by these natural frequencies and their

h
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their natural frequency, and some non‐linear systems respond at sub‐harmonics.  In the 

 [124, 
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ear phase locking can ‘determine the timing of major deglaciations, 

nearly ind  

(3) 

18

o 

18  

18  

Milankovitch setting, if the natural frequency of ice sheets matches that of obliquity or 

precession, then sub‐harmonics can be represented as obliquity [66, 68] or precession

126] bundles, respectively.   

Our finding that the sinusoidal models (3) and (4) fit the δ O data substantially better

than the full Orbital (2) or Solar Insolation (1) models since the Mid‐Pleistocene Transition 

suggests that in this interval, the parameters of the Earth’s glacial system strongly favored

resonances at their natural frequencies. During this interval, the timing, rather than the 

structure of the input (solar insolation) became more important to this paced dynamic system.

Several studies have explored this quantum nature of glaciations.  Besides the precession and 

obliquity bundles described previously, Tziperman et al [144] discusses nonlinear phase locki

which extends the idea of bundles by claiming that the resonance ratio can change with

glacial cycle.  However, they caution against using the fit of a model to prove the validity of a

glacial mechanism as non‐lin

ependently of the specific mechanism or model that is responsible for these cycles as

long as this mechanism is suitably nonlinear’.   

The apparent superiority of the orbital models (1) and (2) to the sinusoidal models 

and (4) prior to the Mid‐Pleistocene Transition may indicate the importance of obliquity 

modulation in the δ O proxy record.  This would imply a forced dynamic system where the size 

of ice sheets in addition to the timing of deglaciations is set by solar insolation.  This finding als

indicates that any resonance phenomena for the dynamic system played a smaller role during 

this time.  The poor fit of the four models to the δ O proxy record prior to the Mid‐Pleistocene

Transition suggests that other factors may exert a stronger influence on δ O variations in this

interval, including internal ice sheet dynamics.   
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Given that a solar insolation curve can be approximated by a linear combination of 

obliquity and precession alone [72], it is not surprising that the richer Orbital model (2), which 

contain

 fit 

e 

Our

 

d 

thic 

.   

].  

rn 

.  

s eccentricity along with precession and obliquity, produces a better fit than the Solar 

Insolation (1) model.  Adding parameters to a model always improves its fit to the data.  The

of the Orbital (2) and Solar Insolation (1) models before the Mid‐Pleistocene Transition is similar 

(Figure 2.10), consistent with the absence of 100 kyr glaciations from the δ18O proxy record 

during this time, a frequency that the Solar Insolation model cannot linearly generate.  The tim

at which their R2 values diverge (~1.2Ma) can be viewed as the beginning of the 100 kyr glacial 

cycles, since the Solar Insolation model lacks the 100 kyr power drawn from the eccentricity 

function. 

 finding that high latitude winter insolation curves best fit the δ18O proxy record is a 

challenge to Milankovitch Theory.  The relatively poor fit of the June 65°N insolation curve to 

the δ18O proxy record [Table 2.7] seems to be due to the strong presence of precession at this

season and latitude compared to the relative absence of precession in both the δ18O record and 

high latitude winter insolation curves.  Thus, the solar insolation curve which best matches the 

δ18O proxy record structurally (i.e. minimum squared error) is the one that contains a reduce

precession component.  As a physical mechanism, control of ice sheets by high latitude winter 

insolation seems implausible because the changes in solar radiation through time are minimal.  

Thus, we cite three possible explanations for the absence of a precession signal from the ben

δ18O stack

1. A cancellation of the out‐of‐phase glacial response to changes in precession [27, 122

Precession insolation forcing is asymmetric across hemispheres.  That is, warm Northe

Hemisphere and Southern Hemisphere summers are 180° out of phase with each other

Since ice sheets are assumed to be controlled by summer insolation, this implies that ice 
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sheets are growing in one hemisphere while they are melting in the other at the 

precession band, resulting in a minimal net change in ice volume.  On the other hand, 

obliquity insolation forcing is symmetric across hemispheres, with warm summers 

occurring in both the Northern and Southern Hemispheres at the same time.  If the 

effects of precession cancel in the global δ18O proxy record, then the only recorded 

contribution is that of obliquity forcing.  Should this mechanism prove correct, then the 

 

2. 

h 

 

 – Variations in the summer insolation gradient between high 

uses 

) 

superior fit of the winter insolation curves is merely an artifact of ice sheets responding

to an out of phase precession signal whose effects are absent from the global record 

(i.e. winter insolation is not driving the system).  Additionally, this mechanism could be 

testable with proxy records that respond to regional rather than global forcing, such as 

sea surface temperatures. 

The δ18O proxy record is a record of global ice volume, whereas Milankovitch was 

considering only the Northern Hemisphere ice sheets.  More generally, Milankovitc

Theory cites high latitude summer insolation as important.  Perhaps ice volume is 

sensitive to insolation at more than one location on the globe or more than one time

during the year.   

a. Average Annual Insolation – For any latitude, Insolation received over the entire 

year varies only with obliquity (Loutre et al 2004). Mid‐Latitude (45°) average 

insolation best matches the δ18O record and can produce an R2 of 0.396, which 

is better than any individual insolation curve.  

b. Insolation Gradient

and low latitudes are driven by obliquity [90, 123].  Decreased obliquity ca

cooler summer temperatures (poleward of approximately 14° north and south
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 encourages ice sheet growth. 

3. Giv h

varianc

dynami

or inter as a resonance response to 
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While Table

results since the

clear evidence s

insolation curve n based model.  

which increases the insolation gradient and promotes a pole ward flux of 

moisture that

en t at the insolation model is able to account for only a small amount of the 

e in the δ18O proxy record, other more powerful mechanisms for ice sheet 

cs must contribute to this signal. This could include feedback mechanisms [127] 

nal dynamics of the ice sheets themselves such 

iquity forcing. 

 2.7 gives the best fitting month and latitude for the solar insolation analysis, 

 Mid‐Pleistocene Transition should be interpreted with caution since there is 

trongly favoring alternative models.  Perhaps a model using multiple solar 

s in tandem can improve the fit of an insolatio



Chapter 3 

The Bayesian Change Point Algorithm 

3.1 Introduction 

The Bayesian Change Point algorithm is built using the same recursive procedure as its Least 

Squares counterpart described in Chapter 2.  However, a Bayesian approach to the Change Point 

problem allows you to address one of the major shortcomings of the Least Squares Change 

Point algorithm – its inability to assess the uncertainty surrounding the optimal solution [88].  

Given the probabilistic framework of the Bayesian Change Point algorithm, inferences can now 

be made about the number of change points, their locations, and the parameters of the model 

being analyzed.  These inferences replace the need for an arbitrary ‘break in the curve’ decision 

on the number of change points (Section 2.2.1) and the use of Maximum Likelihood estimates 

for the parameters of the model.  While the chapter is mainly focused on a regression model, 

the Bayesian Change Point algorithm is applicable to any type of probabilistic model where the 

probability of the data can be calculated.  For example, Liu and Lawrence [88] use a multinomial 

distribution to model the frequency of nucleotides in a DNA sequence.   

Hidden Markov Models (HMMs) can also be used to solve the Change Point problem in a 

probabilistic setting [78].  The transition from one state to another in a HMM is similar to the 

placement of a change point, while the emissions of a HMM are representative of the 

predictions of a regression model.  However, the use of HMMs will require an iterative approach 

due to their use of the Baum‐Welch algorithm to estimate the parameters of the regression 

model, whereas the Bayesian Change Point algorithm can obtain exact posterior distributions in 

a single pass through the data. 

59 
 



Section 3.2 introduces the Bayesian Change Point regression model and then describes 

the algorithm in detail.  In Section 3.3, we return to the Copy Number Variation simulation that 

was analyzed in Section 2.3.  Finally, Section 3.4 will explore the multinomial model described by 

Liu and Lawrence [88] in order to highlight the versatility of the algorithm. 

 

3.2: The Bayesian Change Point Algorithm 

Given the dependent variable, Y, and m known predictor variables X1, …, Xm, linear regression 

methods are based upon the statistical model 
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compute the joint distribution futile.  However, the dynamic programming associated with the 

Bayesian Change Point algorithm has the ability to reduce the O(Nk) possible sets of change 

points to a more manageable O(N2) calculation.  The key is to break down the enumeration of all 

where βj is the j
th regression coefficient and ε is a random error term.  Suppose that the data set 

contains k change points and let {C} be a set of change points whose locations are c0=1, c1, …, ck, 

ck+1 = N, where N is the total number of data points.  Furthermore, define σ2 to be the residual 

variance.  The Bayesian Change Point algorithm is concerned with making inferences from the 

joint distribution  

A combinatorial problem arises in the number of possible change point solutions.  If 

there are N observations of the dependent variable Y1…YN, and k change points in the data, then 

there are   combinations of change point solutions, {C}, rendering brute force attempts to 
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possible sets of change points into a series of progressively smaller sub‐problems, the smallest 

of which, the placement of a single change point, can easily be solved.  The full solution can then 

be found by efficiently piecing together the solutions to these sub‐problems.   

To solve the one change point problem, f(Yi:j ) = f(Yi:j |X) must first be calculated for each 

and every possible sub‐string of the data, Yi:j, 1 ≤ i < j ≤ N.  Starting from one end of the data set, 

we can find the probability of any prefix of the data containing one change point by multiplying 

together the probabilities of two non‐overlapping substrings [already calculated] and summing 

over all possible placements of the change point.  Let Fk(Y1:j) = Fk(Y1:j|X) be the probability 

density of the first j observations of the data containing k change points given the regression 

model.  Thus, ܨ .  The position of this change point has now 

been marginalized out; No further information about its location is needed to solve the full 

problem.   
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Next, to find the probability density of a prefix with two change points, F2(Y1:j), multiply 

together the probability density of a prefix containing one change point, F1(Y1:v), and a non‐

overlapping substring which fills out the rest of the prefix, F(Yv+1:j) [both previously calculated] 

and then sum over all possible placements of the second change point: 

.  Again, the locations of both change points have now 

been marginalized out as no further information about their positions are needed.  The process 

continues, ܨ ,  until the full problem is solved.  Inferences 

about the parameters, including the locations of the change points, can be made by sampling 

from the posterior distribution of the quantities of interest.   

 

Thus, the Bayesian Change Point algorithm has three steps:  

1. Calculating the Probability Density of the Data f(Yi,j | X):  
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Let X be the (sub)set of regressors included in the regression model.  For now, assume that X 

is fixed (this assumption is relaxed in Chapter 5).  Our regression model assumes that the 

error terms, ε, are independent, mean zero, normally distributed random variables.  

Therefore, the likelihood function for a substring of the data, Yi:j, is f(Y | β, σ
2, X) ~ N(Xβ, σ2I), 

where I is the identity matrix.  Conjugate priors were chosen for the prior distributions on 

the vector of amplitudes, β, and the error variance, σ2.  Specifically, β is multivariate normal 

[β ~ N(0, σ2/k0) ], and ߪ  , where k0 is a scale parameter 

relating the variance of the regression coefficients to the residual variance, while v0 and σ0
2 

act as pseudo data points ‐ v0 pseudo data points of variance σ0
2.  Putting these together, 

the marginal probability for a substring of the data, Yi:j, is:  

 .  Let n be the number of data 

points in a substring, vn =v0 +n, ߚ ݏ ,

 of model components.  Integration 

yields: 
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This quantity is calculated and then stored in memory for all possible substrings of the data, 

Yi:j, with 1 ≤ i < j ≤ N. 

2. Forward Recursion:   

Instead of finding the minimum as in the Least Squares Change Point algorithm (Section 

2.2), we take a sum over all possible placements of the final change point.  Let Fk(Y1:j) be the 

density of the data [Y1…Y ] with k change points.  Define ܨଵ൫ ଵܻ:௝൯ ൌ  ∑ ݂ሺ ଵܻ:௩ሻ݂ሺ ௩ܻାଵ:௝ሻ௩ழ௝  

and ܨ௞൫ ଵܻ:௝൯ ൌ ∑ ௞ିଵሺܨ ଵܻ:௩ሻ݂ሺ ௩ܻାଵ:௝ሻ௩ழ௝   

j
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3. Stochastic Backtrace:  

Here, we use Bayes Rule to draw samples from the posterior distribution created by the 

Forward Recursion step rather than choosing the optimal parameter values as was done for 

the Least Squares Change Point algorithm (Section 2.2).  Each of the posterior distributions 

described below has an exact representation that is straightforward to sample from.  

Sampling a set of solutions allows us to address questions related to uncertainty in the 

number of change points, their locations, and the parameters of the regression model.   

 

In order to have a completely defined partition function (or normalization constant), f(Y1:N), 

two additional quantities need to be specified: 1) a prior distribution on the number of 

change points, f(K=k); and 2) a prior distribution on the locations of the change points, f(c1, 

c2, … ck | K=k).  i.e. 
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௞೘ೌೣ

௞ୀ଴

 

݂ሺܿଵ, … , ܿ௞|ܭ ൌ ݇ሻ ൌ  1
ቀܰ݇ቁ
൘

ሺܭ ൌ ݇, ܿଵ, … , ܿ௞ሻ ൌ  
଴.ହ

ሺ௞೘ೌೣାଵሻ ቀ
ே
௞ቁ

The inner summation is exactly the quantity calculated on the Forward Recursion step.  As 

for f(K=k, c1, …, ck), a priori, we place half the probability mass on zero change points [f(K=0) 

= 0.5] and assume a uniform prior on a positive number of change points, [f(K=k) = 0.5/(kmax 

+1), where kmax is the maximal number of allowed change points].  Additionally, we assume 

that all change point solutions with exactly k change points are equally likely, i.e. 

.  This last assumption is a combinatorial prior that directly 

accounts for the greater number of solutions as the number of change points increases.  

Together, f(K=0) = 0.5 and for k>0, ݂ .  Since this prior 

distribution is uniform, it does not have to be included in the Forward Recursion, but instead 
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can be factored out and multiplied in at this point.  However, use of a non‐uniform prior 

must be built in to the Forward Recursion step.   

3.1. Sample a Number of Change Points:   

The Forward Recursion calculates the density of the entire data set, Y1:N, given k change 

points, ܨ .  Using Bayes Rule, a posterior distribution on the 

number of change points given the data can be derived: 

௞ሺ ଵܻ:ேሻ ൌ  ݂ሺ ଵܻ:ே |ܭ ൌ ݇ሻ

݂ሺܭ ൌ ݇| ଵܻ:ேሻ ൌ  
ிೖሺ௒భ:ಿሻ௙ሺ௖భ,…,௖ೖ|௄ୀ௞ሻ௙ሺ௄ୀ௞ሻ

௙ሺ௒భ:ಿሻ
, with f(Y1:N) defined as above.    This step 

replaces using the ‘break in the curve’ to estimate the number of change points 

(Section 2.2.1). 

3.2. Sample the Locations of the Change Points:   

Additionally, Bayes Rule can be used to assess the uncertainty related to the exact 

timing of a change.  Let cK+1 = tN, the last data point.  Then for k=K, K‐1, …, 1, 

ܿ௞~  
ிೖషభሺ௒భ:ೡሻ௙ሺ௒ೡశభ:೎ೖశభሻ

∑ ிೖషభሺ௒భ:ೡሻ௙ሺ௒ೡశభ:೎ೖశభሻೡאሾೖషభ,೎ೖశభሻ
.  This step replaces the optimal with a probabilistic 

placement of the change points (Section 2.2).   

3.3. Sample the Regression Parameters for the Interval Between Adjacent Change Points: 

Let n = ck+1 – ck +1, the number of data points in the sub‐interval and let ߚ

 that 

଴ ௡ݒ

2

כ ൌ

ሺ்ܺܺ ൅ ݇଴ܫሻିଵ்ܺ ௖ܻೖ:௖ೖశభ  , ݏ௡ ൌ ൫ ௖ܻೖ:௖ೖశభ െ ൯்൫כߚܺ ௖ܻೖ:௖ೖశభ െ ൯כߚܺ ൅ ݇଴כߚ
כߚ் ൅

଴ଶ ሻ, and vn =v0 +n.  Using Bayes Rule one more time, we findߪ଴ݒ

݂ሺߪ|ߚଶሻ ~ ܰሺכߚ , ሺ்ܺܺ ൅ ݇ ݈݀݁ܽܿܵ ~ ଶሻߪଶሻ and ݂ሺߪሻିଵܫ െ ௡ݒ ଶሺ߯ ݁ݏݎ݁ݒ݊ܫ
௡ൗݏ  ሻ.  

This step replaces Maximum Likelihood estimation of the parameters of the regression 

model. 

Calculating the Probability of the Data, is O(N ), while the Forward Recursion and Stochastic 

Backtrace are both O(kN).  Therefore, the algorithm has a total time complexity of O(N2). 
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3.3: Application: Finding a Change in Mean ‐ Copy Number Variation 

Recall the Copy Number Variation simulation from Section 2.3, whose data is reproduced in 

 

em, 

s to 

regression coefficients (σ2/k0) can be 

larger t f 

Figure 3.1 Copy Number Variation Simulation. Reproduced from Section 2.3 

parameter gives support to a set of plausible regression coefficients.  In an attempt to represent 

prior ignorance a 2  the Inverse χ2 

Figure 3.1.  In the least squares setting, the ‘break in the curve’ was used to determine the

proper number of change points for analysis.  Here, we seek a Bayesian solution to this probl

which removes the subjective decision regarding the number of change points and allows u

assess the uncertainty surrounding the optimal solution.     

Before beginning the analysis, there are three model parameters that need to be 

chosen: k0, v0, and σ0
2.  We assume that the variance of the 

han the error variance, σ2, so that k0 is chosen small, for instance 0.1.  This choice o

 

bout the error variance, we choose the parameters v0, and σ0 of

distribution to be 2 and 1 respectively, representing two pseudo data points each with variance 

one.  Since there are 1000 observations in our data set and each interval generally contains 
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more than 100 data points, the prior parameters should have little impact on the final solutio

Again, we seek to model this data by a constant, f(x) = C. 

n.  

Figure 3.2: Posterior Distribution on the Number of Change Points for the 
Copy Number Variation Simulation. 

After ru  

distribu % of the 

ar 

 

e 

 

5 

 

nning the Bayesian Change Point algorithm, we find that the posterior

tion on the number of change points is concentrated between 4 and 6, with ~55

posterior mass on 5 change points [Figure 3.2].  Figure 3.3 shows that that Bayesian Change 

Point algorithm identifies all four of the true change points, along with a fifth change point ne

the beginning of the data set that corresponds to consecutive data points where the added 

noise was large and positive.  Had these data points been located in the middle rather than at

one end of the data set, it is likely that the algorithm would have identified these points as nois

rather than an additional short segment.   Not only was there uncertainty in the number of 

change points, but in their locations as well.  The posterior distribution on the location of the

change points is shown at the bottom of Figure 3.3, indicating a small amount of uncertainty (±

data points) in both directions at each location. 
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Figure 3.3: Inferred Model and Change Point Locations for the Copy Number Variation Simulation.  
The original data is colored blue and the inferred model green.  The height of the red spikes 
indicates the posterior probability of a change point at a given location while the width of the red 
spikes gives an indication of the uncertainty in its location.   

 

3.4: Application to Discrete Data: The Dishonest Casino 

Consider a simple game of chance where you place a bet on the outcome of a coin flip.  Because 

each coin flip has only two possible outcomes, ‘Heads’ or ‘Tails’, the regression model used in 

the previous section is not appropriate to model this type of game (i.e. a discrete rather than a 

continuous process).  Instead, the likelihood of any sequence of coin flips (ex. ‘HHTTHT’) can be 

modeled as a series of Bernoulli Trials with probability of Heads, pH, and probability of Tails, 1‐pH 

= pT.  i.e. 

 L  ሺ‘HHTTHT’ሻ ൌ PሺY ൌ ԢHHTTHTԢ|pHሻ ൌ  pH
୬HpT

୬T

where nH is the number of ‘Heads’ and nT is the number of ‘Tails’.  For a fair coin, pH=pT=0.5 and 

all sequences of coin flips are equally likely.  Suppose that you record a series of coin flips.  

Change Point can attempt to answer whether or not the Casino was (always) using a fair coin 

throughout the day.   
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3.4.1:Derivation of the Bayesian Change Point Algorithm for Discrete Data 

1. Calculating the Probability Density of the Data f(Yi:j | X):  

Step 1 of the Bayesian Change Point algorithm calculates the probability of every 

possible substring of the data.  For the coin example, since 

, a prior distribution on the nuisance parameters, pH 

and pT, must be chosen that will allow us to integrate these parameters out.  Thus, we 

choose a conjugate prior for Bernoulli trials, the Beta Distribution, which has density: 

݂൫ ௜ܻ:௝൯ ൌ ׬  ݂൫ ௜ܻ:௝ห݌ு൯݂ሺ݌ுሻ݀݌ு

݂ሺ݌ு; ,ߙ  ሻߚ ൌ  
Γሺα ൅ βሻ
ΓሺαሻΓሺβሻ

ሺpHሻ஑ିଵሺ1 െ pHሻஒିଵ 

݂൫ ௜ܻ:௝൯ ൌ  නሺpHሻ୬Hሺ1 െ pHሻ୬T
Γሺα ൅ βሻ
ΓሺαሻΓሺβሻ

where α and β are parameters to be specified.  Therefore, the probability of any 

substring of the data is: 

ሺpHሻ஑ିଵሺ1 െ pHሻஒିଵ  ு݌݀ 

ൌ 
Γሺα ൅ βሻ
ΓሺαሻΓሺβሻ

නሺpHሻ୬Hା஑ିଵሺ1 െ pHሻ୬Tାஒିଵ  ு݌݀ 

ൌ
Γሺα ൅ βሻ
ΓሺαሻΓሺβሻ

ΓሺnH ൅ αሻΓሺnT ൅ βሻ
Γሺn ൅ α ൅ βሻ

 

where n=nH+nT is the total number of coin flips in the substring being considered.  If we 

choose a uniform prior distribution, α = β = 1, then the expression simplifies further to: 

݂൫ ௜ܻ:௝൯ ൌ  
ΓሺnH ൅ 1ሻΓሺnT ൅ 1ሻ

Γሺn ൅ 2ሻ
ൌ  

݊ு! ்݊!
ሺ݊ ൅ 1ሻ!

 

 

2. Forward Recursion:  

The Forward Recursion is identical to that of Section 3.2: 

ଵ൫ܨ  ଵܻ:௝൯ ൌ  ∑ ݂ሺ ଵܻ:௩ሻ݂ሺ ௩ܻାଵ:௝ሻ௩ழ௝  and ܨ௞൫ ଵܻ:௝൯ ൌ ∑ ௞ିଵሺܨ ଵܻ:௩ሻ݂ሺ ௩ܻାଵ:௝ሻ௩ழ௝    
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3. tochastic Backtrace:  

ibution on the number of change points the same as in Section 

೘ೌೣ ௞

S

We keep the prior distr

3.2, f(K=0) = 0.5 and for k>0, ݂ሺܭ ൌ ݇, ܿଵ, … , ܿ௞ሻ ൌ  
଴.ହ

ሺ௞ ାଵሻ ቀேቁ
. Of the three sub‐steps

only 3.3: Sampling the Param nge from Section 3.2.   

3.1. Sample a Number of Change Points:   

, 

eter Values for the Model, will cha

݂ሺܿଵ,… , ܿ௞|ܭ ൌ ݇ሻ݂ሺܭ ൌ ݇ሻ
݂ሺ ଵܻ:ேሻ

݂ሺܭ ൌ ݇| ଵܻ:ேሻ ൌ  
௞ሺܨ ଵܻ:ேሻ  

3.2. Sample the Locations of the Change Points:   

 K‐1, …, 1,  

ி ሺ௒ ሻ௙ሺ௒ ሻ

ሻ

Let cK+1 = tN, the last data point.  Then for k=K,

ܿ௞~  
ೖషభ భ:ೡ ೡశభ:೎ೖశభ

∑ ிೖషభሺ௒భ:ೡሻ௙ሺ௒ೡశభ:೎ೖశభೡאሾೖషభ,೎ೖశభሻ
. 

3.3. Sample the model parameter for the interval between a cent change points.  

Since we are no longer using a regression, the posterior distribution on the 

parameter p  now takes the form of a Beta distribution (with updated 

parameters) rather than Normal Inverse‐χ2.  Here,  

Γሺ݊ ൅ ߙ ൅ ሻߚ

dja

H

ܲ൫݌ுห ௜ܻ:௝൯ ൌ   ΓሺnH ൅ αሻΓሺnT ൅ βሻ
ሺ݌ுሻ௡ಹାఈିଵሺ1 െ  ுሻ௡೅ାఉିଵ݌

ு; ݊ு݌ሺܽݐ݁ܤ~ ൅ ,ߙ ்݊ ൅  ሻߚ

Again, if we consider the uniform prior, α = β = 1, 

ܲሺ݌ு|ܻ ு; ݊ு݌ሺܽݐ݁ܤ~ ൅ 1, ்݊ ൅ 1ሻ 

 

This type of discrete problem can easily be generalized to more ‘interesting’ games of chance, 

 instance: flipping two coins, rolling a pair of dice, or spinning a roulette wheel.  In each case, 

Bernoulli model should be replaced by a product multinomial, and the Beta prior distribution 

ሻ

for

there are more than two possible outcomes for each round of the game.  Therefore, the 
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should be replaced by a Dirichlet prior distribution.  A description of the generalized model can

be found in [88].   

 

 

.4.2: Simulated Games of Chance – A Biased Coin 

.e. one change point) part 

 

0000100101111111011111111111’ 

After viewing t  one coin 

15, while the 

margina

n two 

 you 

3

This example contains a single switch from a fair to a biased coin (i

way through a sequence of 50 simulated coin flips.  A priori, we assume that all change point 

solutions with exactly k change points are equally likely.  Furthermore, we assume the uniform

Beta prior α=β = 1 for each of the coins The location of the single change point, k, is selected 

according to a Binomial(50, 0.5) distribution.  The first k coin flips are made using a fair coin, 

while the remaining 50‐k coin flips are made with a biased coin whose probability of heads is 

0.8.  Let ‘1’ represent ‘Heads’ and ‘0’ represent ‘Tails’.  The 50 coin flips are listed below, with 

the change point occurring at position k =29: 

Y=’0101010101111011101101

he sequence of coin flips, one can ask: Is there evidence that more than

was used during this game?  If so, when did the change occur?   And what was the probability of 

‘Heads’ for each coin? Figure 3.4 helps to illustrate the answers to these questions. 

The marginal likelihood for the one coin model is P(Y | one coin) = 3.98 x 10‐

l likelihood for the two coins model is P(Y| two coins) = 1.11 x 10‐14.  Assuming, a priori, 

that the two models are equally likely, Bayes Rule tells us that the probability that the 50 

simulated coin flips were generated by two different coins is P(two coins | Y) = 0.736.  Give

coins, Figure 3.4 shows that the posterior distribution of the change point is centered on coin 

flip number 31.  Finally, if we sample values for the probability of ‘Heads’ from the posterior 

Beta distribution in each of the resulting sub‐intervals and then average the results, we can 

make an inference about the probability of ‘Heads’ for each of the two coins.  (Alternatively,
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Figure 3.4: 50 Coin Flips.  The top pane of the figure shows each of the 50 coin flips, with ‘1’ 
representing ‘Heads’ and ‘0’ representing ‘Tails’.  The middle pane shows the probability of a 

 of 

. 

could use the posterior mean of the Beta distributions to make this inference).  The coin flips 

that occurred before the change point appear to have come from a  virtually fair coin, while th

coin flips that occurred after the change point likely came from a biased coin whose probability 

of ‘Heads’ is nearly 0.85.  This agrees well with the true probability of ‘Heads’ for each of the 

two coins.    

 

change in coins at each of the 50 coin flips.  The bottom pane displays the average probability
‘Heads’ as sampled from the posterior Beta distribution for each coin flip.  The increase seen 
around coin flip 31 coincides with the high probability of a change as indicated in the middle pane

 



Chapter 4 

Efficient Calculations for Bayesian Variable Selection 

4.1 Introduction: A Bayesian Approach to Variable Selection:  

Recall the linear regression model introduced in Chapter 3: 

ܻ  ൌ෍ߚ௝ ௝ܺ ൅ ߝ 
௠

௝ୀଵ

 

where Y is the unknown dependent variable, X1, …, Xm are m known predictor variables, βj is the 

jth regression coefficient and ε is a random error term.  When a large number of predictors are 

available, interest often focuses on the selection of a subset of these variables. 

  The number of possible sub‐models grows exponentially with the number of predictors, 

thus traditional methods of variable selection quickly become intractable for high dimensional 

data.   Hence, existing methods use a two step approach:   

1) A Screening procedure aimed at dimensional reduction through the removal of variables 

from further consideration. 

2) Statistical evaluation of the posterior probability of the remaining sub‐models. 

Existing algorithms deal with these two aspects of efficiency in various ways. 

Several approaches have been developed for variable screening, which include:  greedy 

forward and backward eliminations ([100] and references therein); Forward Regression [150]; 

Least Angle Regression [40], which is a less greedy version of traditional forward selection 

methods; the Leaps and Bounds technique [51]; and Sure Independent Screening [SIS] [46], 

which uses the correlation of predictors to the dependent variable to screen.    Typically these 

screening procedures are employed to reduce the number of predictors to a point that more 
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rigorous variable selection techniques become feasible, especially for the case when the number 

of predictors exceeds the number of observations.     

Numerous methods also exist for the evaluation step.   Ridge Regression [62, 63] has 

been studied extensively and has been reviewed in [36, 37, 136].  A number of penalized 

regression approaches have been developed including the nonnegative garrote [17, 100] and 

Lasso techniques [40, 111, 140].  Additionally, Zou and Hastie [156] developed the elastic net, 

which is a combination of Ridge Regression and the Lasso technique.  

Bayesian approaches focus on finding the posterior distribution across the ensemble of 

candidate sub‐models.  Gibbs Sampling, or Stochastic Search Variable Selection (SSVS) [35, 52] 

as well as Markov Chain Monte Carlo (MCMC) approaches [48, 49, 64, 93, 118] have been 

introduced to explore these high‐dimensional spaces, but provide only an approximate 

representation of the posterior space and leave open the difficult problem of assessing 

convergence.  Mitchell and Beauchamp [103] found maximum a posteriori (MAP) estimates 

through an exhaustive search because of the small number of regression terms under 

consideration; Branch and Bound methods [81, 102] were suggested for larger sets of regression 

terms.  As Fernandez et al [49] points out, the ‘largest computational burden lies in the 

evaluation of the marginal likelihood of each model’.  Therefore, the ability to make these 

calculations efficiently is of the utmost importance.   

Bayesian Model Averaging (BMA) [117] uses a branch and bound technique known as 

Leaps and Bounds [51] to initially screen the solution space.  To expedite this process, Leaps and 

Bounds utilizes an efficient ‘matrix sweep’ procedure and stores partial results from this step for 

later use in BMA’s evaluation step.  The posterior probability of each sub‐model that survives 

the screening process is approximated by and then ranked using the Bayesian Information 

Criteria (BIC).  The space is further truncated by removing any sub‐model that does not exceed 
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an arbitrary bound, typically 1/20th of the maximal probability for a sub‐model.  Iterative BMA 

(IBMA) [155] was developed in the context of problems where the number of predictors greatly 

exceeds the number of observations, specifically microarray data.  IBMA first ranks variables in 

order of their individual predictive ability and then successively applies the BMA algorithm to 

groups of the ordered variables in an attempt to screen out unimportant sets of predictors.   

Two classes of exact Bayesian approaches have been described.  In the ‘spike and slab’ 

model of Mitchell and Beauchamp [103], regression coefficients (β) are modeled by a finite 

mixture; a point mass at zero was considered the ‘spike’ while a uniform alternative distribution 

was considered the ‘slab’.  In this model, variables assigned to the ‘spike’ are removed.  

Alternatively, George and McCulloch [52] use a mixture of normal distributions as their prior 

distribution on β.  Both of the normal distributions are centered at zero, but each has a different 

variance [β ~ N(0, σ2/ ki) or β ~ N(0, σ
2/ ke) ].  One of the variances is chosen small so that β’s 

drawn from this distribution can ‘safely’ be replaced by zero with little loss; the other variance 

parameter is chosen large enough to give support to the set of predictor variables whose 

coefficients may differ greatly from zero.    

These two approaches highlight the distinction between different schools of thought on 

variable selection: subset selection and ‘shrinkage’ procedures.  In subset selection, regressors 

are either retained or dropped completely from the model.  The results are easily interpretable, 

but as discrete processes, they can be highly variable as small changes in the data can cause very 

different models to be selected [140].  Included in the class of subset selection are BMA [117], 

IBMA [155], MCMC coupled with a Bayesian graphical model [48, 64, 93, 118], ‘spike and slab’ 

[103], and stepwise regression techniques [100].  The ‘shrinkage’ procedures are continuous 

processes that shrink the regression coefficients of ‘uninteresting’ regressors towards zero but 

do not set them to exactly zero.  Thus, the results are not as easily interpretable.  Included in the 
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‘shrinkage’ procedures are Ridge Regression [62, 63], nonnegative garrote [17, 100], and 

Stochastic Search Variable Selection [SSVS]  [52].  The Lasso technique [40, 111, 140] combines 

elements of both schools of thought as this procedure shrinks some of the coefficients all the 

way to zero.  Both Ridge Regression and the Lasso technique are equivalent to MAP estimators 

for Bayesian variable selection procedures with Normal and Double Exponential prior 

distribution on the regression coefficients, respectively [140]. 

In this Chapter, we describe Exact Bayesian Model Averaging (EBMA), a procedure that 

uses indicator variables for the selection of one of two classes of variables.  Like SSVS, we 

employ a mixture of normal priors for the regression coefficients, but more efficiently compute 

the quantities necessary to calculate the posterior probability of sub‐models for an exact 

Bayesian variable selection procedure. Thus, EBMA falls into the category of ‘shrinkage’ 

procedures.  We also show how EBMA employs a binary tree that is identical to the tree used in 

the ‘sweep’ procedure of BMA.  As a result, EBMA provides a means to replace approximations 

to the posterior probability (BIC) with the exact posterior probabilities using an algorithm whose 

complexity is equivalent to methods that have already been shown to handle problems with a 

very large number of predictors, specifically, the BMA and IBMA algorithms.   

The rest of this chapter is organized as follows.  Section 4.2 describes our variable 

selection model that employs normal priors.  In Section 4.3, we describe the EBMA algorithm 

and prove that its time complexity is O(m2).  Section 4.4 uses simulations as well as the Crime 

and Punishment data set [41, 42, 145] to compare the speed and accuracy of EBMA to brute 

force variable selection and MCMC approaches.   In order to assess the potential limitations of 

the BIC approximation used in BMA, we also use the Crime and Punishment data set to compare 

the results of EBMA to BMA.  Section 4.5 consists of discussion and conclusions. 
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4.2 Calculating the Probability Density of the Data f(Y):  

Our regression model assumes that the error terms, ε, are independent, mean zero, normally 

distributed random variables.  Therefore, the likelihood function, f(Y | β, σ2, Am) ~ N(Xβ, σ
2I), 

where X is the matrix of regressors, I is the identity matrix, and Am is a vector that indicates the 

included and excluded variables of the model being considered [the dependence on X, the 

underlying set of possible regressors, will be suppressed in all distributions].  Conjugate priors 

were chosen for the prior distributions on the vector of amplitudes, β, and the variance, σ2.  

Specifically, β is a mixture of multivariate normal distributions [β ~ N(0, σ2/ki) or β ~ N(0, σ
2/ ke), 

depending on whether a specific model component is included or excluded from the final 

model, respectively] and ߪ  .  The marginal probability of the 

data given a specific sub‐model, Am, is then: 

 .   

ଶ ~ ݈ܵܿܽ݁݀ െ ,଴ݒଶሺ߯ ݁ݏݎ݁ݒ݊ܫ ଴ଶሻߪ

 ݂ሺܻ| ܣ௠ሻ ൌ ,ߚ|ሺܻ݂׭  ,ଶߪ ,ଶߪ| ߚ௠ሻ݂ሺܣ ଶߪ݀ ߚଶሻ݀ߪ௠ሻ ݂ሺܣ

כߚ ൌ ൫்ܺܺ ൅ ஺೘൯ܫ
ିଵ்ܻܺ ே ൌ ሺܻ െ ሻ்ሺܻכߚܺ െ ሻכߚܺ ൅ ܫ்כߚ஺೘ߚ

כ ൅ ଴ଶߪ଴ݒ

݂ሺܻ|ܣ௠ሻ ൌ  

ሺݒ଴ߪ଴
ଶ

2ൗ ሻ
௩బ

ଶൗ  Γሺݒே 2ൗ ሻሺ݇௜ሻ
௠೔

ଶൗ ሺ݇௘ሻ
௠೐

ଶൗ

Γ൫ݒ଴ 2ൗ ൯ሺݏே 2ൗ ሻ
௩೙

ଶൗ ሺ2ߨሻே ଶൗ  |்ܺܺ ൅ ܫ஺೘|
ଵ
ଶൗ

Denote N as the number of data points and m as the total number of possible 

predictors.  Let mi be the number of variables included in sub‐model Am and let me be the 

number of excluded variables [mi + me = m].  Associated with the included variables is a ‘wide’ 

prior variance parameter ki and associated with the excluded variables is a ‘narrow’ prior 

variance parameter ke.  Let IAm be a diagonal matrix with either ki or ke on the diagonal 

corresponding to whether or not a specific variable is included.  Furthermore, define vN =v0 +N, 

, and ݏ  .  Integration 

yields: 
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The marginal probability of the data, independent of the specific model (Model 

Averaging), can be obtained by summing over all possible vectors Am:   

݂ሺܻሻ ൌ  ∑ ,ߚ| ሺܻ݂׭ ,ଶߪ ,ଶߪ| ߚ௠ሻ݂ሺܣ ଶሻ௔௟௟ ஺೘ߪ௠ሻ ݂ሺܣ ௠ሻܣଶ ݂ሺߪ݀ߚ݀

ሺܣ௠ሻ ൌ ௜݌ 
௠೔݌௘

௠೐

݂ሺܻሻ ൌ

ሺݒ଴ߪ଴
ଶ

2ൗ ሻ
௩బ

ଶൗ  Γሺݒே 2ൗ ሻ

Γ൫ݒ଴ 2ൗ ൯ሺ2ߨሻே ଶൗ

. 

Let pi be the probability of including a predictor (‘slab’) and let pe be the probability of excluding 

a predictor (‘spike’) [pi + pe =1].  If we define the prior probability of a sub‐model as a product 

Bernoulli, ݂ , integration yields: 

  ෍
൫݌௜ଶ݇௜൯

௠೔
ଶൗ ሺ݌௘ଶ݇௘ሻ

௠೐
ଶൗ

ሺݏே 2ൗ ሻ
௩೙

ଶൗ  |்ܺܺ ൅ ܫ஺೘|
ଵ
ଶൗ஺௟௟ ஺೘

 

3
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2

T T 2 2

 

Only a matrix determinant, matrix inverse (involved in the calculation of sN), and a count of the 

number of included (or excluded) model components needs to be completed for each sub‐

model Am; the rest of the terms in the density function are independent of Am.   

Each of the matrix operations is naively O(m ), but can be proven to be on the order of 

matrix multiplication [19, 32, 148].  To date, matrix multiplication is at best O(m  ) by the 

Coppersmith‐Winograd algorithm [31].  If we pre‐compute the quantities Y Y, X X, and X Y, then 

the complexity of sN depends only on the matrix inverse and therefore has a time complexity 

O(m ).  Together with the determinant and the count on the number of included variables, 

the overall time complexity for an exact representation of the posterior space is O(L m ), 

where L is the total number of sub‐models to be examined.  Space complexity is upper bounded 

by the space required for the calculations on an individual sub‐model [matrix storage – O(m ), 

creation of vector β* – O(m)] and any overhead associated with the data set [pre‐computed 

values such as X Y – O(m), X X – O(m ), etc.], and is therefore O(m ) per sub‐model.  The high 

time complexity of this exhaustive calculation points to the need for efficient matrix calculations 

if the regression is to be feasible for a large number of predictors.   
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4.3 Efficient Calculations 

 way to calculate the inverse of a sum of matrices.  Suppose 

e 

atrix 

ଵା௚

Miller [101] provided an efficient

that G and H are arbitrary nonsingular square matrices of the same dimension and we seek th

inverse of the matrix G +H, should it too be nonsingular.  Miller [101] develops a recursive 

algorithm to calculate this inverse based upon a fundamental lemma stating that if H is a m

of rank one, then ሺܩ ൅ ሻିଵܪ ൌ ଵିܩ  െ  ଵ  ଵ, where g = tr(HG‐1).  If the matrix H is ofିܩܪଵିܩ

rank r>1, then we  erefore G + H = G + E1 + E2 + … + Er where 

each Ek, 1≤k≤r, has rank one [56], and iteratively apply the lemma [This decomposition is not 

unique].  Finally, Miller [101] shows that there does exist a decomposition such that each of th

‘partial sums’ Ck+1 = G + E1 + E2 + … + Ek is nonsingular for k = 1,…,r, ensuring that the lemma can 

be applied iteratively.  His theorem is reproduced below:  

THEOREM: Let G and G +H be nonsingular matrices

can write H = E1 + E2 + … + Er, and th

e 

 and let H have positive rank 

, ݇ ൌ 1,… ,  ݎ

Where 

௞ݒ ൌ  
1

1 ൅ ௞ܧ௞ିଵܥݎݐ

r.  Let H = E1 + E2 + … + Er where each Ek has rank one and Ck+1 = G + E1 + E2 + … + 

Ek is nonsingular for k = 1,…,r.  Then if C1=G, 

௞ାଵିଵܥ ൌ ௞ିଵܥ  െ ௞ିଵܥ௞ܧ௞ିଵܥ௞ݒ

 

In particular 

ሺܩ ൅ ሻିଵܪ ൌ ௥ିଵܥ െ  ௥ିଵܥ௥ܧ௥ିଵܥ௥ݒ

Because of the special structure of our regression problem, our ‘H’ matrix is a diagonal 

matrix whose entries depend on whether a specific variable will be included or excluded in the 

final model.  Therefore, the rank one matrix that we are adding is exactly the matrix associated 
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with adding one more variable to the current model (or subtracting one variable, depending on 

whether you start with the null or a full model).  To visualize, think of a full binary tree where  

‐‐‐ 
Null 

Include 1 – Update  Exclude 1 ‐ No Update 

1‐‐ 0‐‐ 

Inc 2 – Update  Inc 2 – Update   Exc. 2 ‐ No Update Exc. 2 ‐ No Update 

00‐  01‐ 10‐ 11‐ 

Exc. 3 Inc. 3 Exc. 3 Inc. 3 Exc. 3 Inc. 3 Exc. 3 Inc. 3

111101 110 011000  010001  100

 
Figure 4.1 A Visualization of the Recursive EBMA Procedure.  Given three possible predictors, the binary 
tree shows how to use the initial matrix, represented by ‘‐‐‐ Null’, to iteratively generate each of the eight 
possible sub‐models.  A ‘0’ represents a specific predictor being excluded, while a ‘1’ represents inclusion by 
variable selection.  Each level of the tree corresponds to a specific predictor and calculations are performed 
only when the ‘Include’ branch is traversed.  Since each branch of the tree is independent of its sibling, 
EBMA is easily parallelizable. 

one branch signifies ‘inclusion’ or ‘1’ while the other branch signifies ‘exclusion’ or ‘0’ and whose 

depth equals the number of possible predictors.  Figure 4.1 provides a visual aid with three 

possible predictors where the root of the tree consists of the null model.  Miller’s algorithm 

allows us to work through the tree, performing a calculation only when the ‘inclusion’ branch is 

traversed (or the ‘exclusion’ branch if you start with the full rather than the null model).  Each 

leaf on the tree holds the probability of one sub‐model.  We now have only a single matrix 

inverse and matrix determinant to calculate (rather than one for each possible sub‐model) with 

the iterative procedure providing all additional matrix inversions and determinants necessary.  
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This binary tree is identical to the one utilized by the Leaps and Bounds procedure [51], differing 

only in the matrix operations (‘Sweep’ versus EBMA) performed at each node. 

 

Theorem:  Let L be the number of sub‐models under consideration, N be the length of the data 

set, and m be the total number of possible predictors.  Miller’s algorithm in the context of 

variable selection (EBMA) has time complexity O(m2 L) and space complexity O(m3) 

 

In the most general setting, L=2m.  However, restrictions on allowable sub‐models, such as a cap 

on the number of included components, can reduce this number.  

Proof:  

Time Complexity: For examples of the complexities of recursion trees, see [32].  The algorithm 

can be broken into two parts: Initialization and Recursion.  The Recursion can be further 

partitioned into three stages: Divide [into a number of sub‐problems], Conquer [each of the sub‐

problems], and Combine [solutions to the sub‐problems]  

i. Initialization:  This step includes all calculations that are independent of sub‐model 

choice [i.e. (2π)N/2 or Γሺ  – O(N)] or which need to be done only once [i.e. XTY 

used in the calculation of β* – O(Nm), (XTX)‐1 and |XTX|1/2 – O(m2.376)].  All operations 

are of polynomial order and thus will be dominated by the recursion step.    

ேݒ
2ൗ ሻ

ii. Recursion 

a. Divide: Each internal node of our recursion tree with two children divides 

the set of sub‐models in half based on whether or not the current predictor 

is included or excluded.  If excluded, no computation needs to be done and 

the values are simply passed to the next level of the tree – O(1).  If included, 

we need to update our matrix determinant and matrix inverse.  In our case, 
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the iterative calculations of Miller [101] can be further simplified because 

each of the rank one matrices, Ek, has only one nonzero entry (denoted ek = 

the kth position on the diagonal).  Therefore, ݒ௞ ൌ  
ଵ

ଵା஼ೖ
షభሺ௞,௞ሻ௘ೖ

 , where Ck
‐1 

(k,k) is the specified position in the matrix Ck
ܥ ;1‐  reduces to vector 

multiplication [ek * k
th column of Ck

‐1 *kth row of Ck
‐1].  Thus, after the initial 

matrix inversion and matrix determinant calculation at the root of the tree, 

each subsequent matrix inverse is an O(m2) multiplication and an O(m2) 

matrix addition, while the matrix determinant is simply an O(1) 

multiplication of constants [det

௞
ିଵܧ௞ܥ௞ିଵ

௥ାଵܥ ൌ  
ଵ

௩భ௩మ…௩ೝ
ଵܥݐ݁݀
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 ].  In total, the divide 

step is O(m )    

b. Conquer:  The set of sub‐models under consideration is continually divided 

in half until we reach the leaves of the recursion tree.  Here, we need to 

compute ݂ .  The numerator is O(m), the 

determinant has already been calculated, and so it remains only to compute 

 and then כߚݏ ൌ ൫்ܺܺ ൅ ஺೘൯ܫ
ିଵ்ܻܺ ே ൌ ሺܻ െ ሻ்ሺܻכߚܺ െ ሻכߚܺ ൅

ߚ஺೘ܫ்כߚ 
כ ൅  ଴ଶ .  The matrix inverse and XTY have already beenߪ଴ݒ

computed so β* is O(m2), while sN is O(m
2) + O(m) + O(1) = O(m2).  In total, 

the conquer step is O(m2)   

c. Combine: The cost of combining the sub‐problems is O(1) if once calculated, 

the probabilities of each‐sub‐model are stored in memory. 

To find the overall time complexity of the Recursion step, we can add the time spent at 

each level of the tree.  Each internal node is both a Divide and a Combine step.  For a tree with L 

leaves, there are L‐1 internal nodes with two children, a total of O(m2L).  Each leaf on the tree is 
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a Conquer step.  Thus, computation of all leaves costs O(m2L).  In total, the recursion costs 

O(m2L) + O(m2L) = O(m2L).  Since the Initialization is of polynomial order, the entire algorithm

has time complexity O(m2L).  Alternatively, if L=2m, define T(n) to be the time complexity of a 

problem of size n and define the recurrence:  

ሺ ௡ሻ 2ܶሺ2௡ିଵሻ ൅

 

ܶ 2 ൌ  ቊ  ܱሺ݉ଶሻ ݊ ൐ 0
ܱሺ݉ଶሻ ݊ ൌ 0, ݅. ݁. ܶሺ1ሻ

 

Solving the recurrence for T(2m) gives the desired  sult.   

pace Complexity:  At Initialization, we create several O(1) variables, the vector XTY [O(m)], as 

In 

s 

f 

ce 

.4 Simulation Study and Comparison to Existing Methods 

provement in 

 

els.  

re

 

S

well as the initial matrix [O(m2)] whose inverse [O(m2)] and determinant [O(1)] are calculated.  

total, O(m2). Performing a depth‐first traversal of the tree requires the storage of one matrix 

O(m2), the value of the determinant O(1), and a vector recording the inclusion/exclusion statu

of the variables O(m) at each level.  Temporary variables involved in the updating of the matrix 

inverse and determinant are maximally O(m).  Since the depth of the tree is m, the space 

requirement of ‘divide’ is O(m3) + O(m) + O(m2) + O(m) = O(m3).  At each leaf, calculation o

f(Y|Am) requires the temporary creation of the O(m) vector β*.  By writing to disk f(Y|Am) on

computed for each sub‐model, the total space complexity for ‘conquer’ is O(m).  ‘Combine’ 

requires no space.  Thus, the overall space complexity for initialization and recursion is 

O(m2)+O(m3) +O(m)= O(m3).  ז 

  

4

To illustrate our algorithm, we have created a simulation that displays the im

speed of the recursion versus a brute force calculation.  In addition, we use the well‐studied

Crime and Punishment data set [41, 42, 145] to characterize its compatibility with other mod
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In all cases, EBMA was run on Matlab 2008b on a laptop with an Intel® Core™2 Duo CPU 

2.26GHz processor with 2 GB of RAM.   For this first example, we choose the parameters of

variable selection algorithm as: pi = pe [all sub‐models equally likely] and ki =0.01, ke=100 which 

is equivalent to the parameter setting ቀ
ఙഁ೔

 the 

ఛ೔
, ܿ௜ቁ ൌ ሺ10,100ሻ in [52].  

 

4.4.1 Improvements in Speed over Brute Force Regression – A Simulation: 

 that 

 10 ଵܺ െ  12ܺଶ െ  7ܺଷ ൅  5ܺସ ൅  2ܺହ െ ܺ଺ ൅  ߝ 

where ߝ ~  ଶܰ଴଴ሺ0,  ሻ with σ = 2.  As shown in Table 4.1, the advantageܫଶߪ  EBMA grows with  

 # Va

To evaluate the efficiency of the recursion to brute force methods, we compared the amount of 

time required to enumerate and calculate the probability of all possible sub‐models using EBMA 

and one without the matrix speed‐up.  The simulation involves a progression from m=12 to 26 

potential predictors using N=200 observations, yielding L=212 to 226 possible sub‐models.  

Predictors are obtained as independent standard normal vectors X1,…, X26 iid ~N200(0,1) so

they are essentially uncorrelated.  In all cases, the dependent variable, Y, was generated 

according to the model  

ܻ ൌ

of

riables  Brute Force EBMA Fold Reduction 

12  0.64 0.31 2.06

14  3.11 1.22 2.55

16  14.54 5.00 2.91

18  70.44 20.60 3.42

20  325.94 84.99 3.84

22  1531.05 347.85 4.40

24  6918.71 1419.45 4.87

26  34260.74 5921.75 5.79

Table 4.1 Improvement in Speed over Bru Enumeratio e (in seconds) 
required to enumerate and calcu obability ssible sub‐m  by brute force 
(Column 1), or via the recursive alg lumn 2).  reduction  of Column 3 

 for 

 of EBMA  te Force  n. Tim
late the pr
orithm (Co

 of all po
  The fold

odels
 in time 

compares the timing EBMA to brute force regression.  The posterior distributions are identical
the two methods. 
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the num  are 

ppose that you had a very large number of predictors (>100), but suspected that a 

smaller  

e 

at 

observations and a prog

 

 

ଶଽ ൅ 3ܺସଵ ൅  ߝ 

Where ߝ ~  ଶܰହ଴ሺ0,  ሻ with σ = 2.  As Figure 4.2 shows, the advantage of EBMA increasesܫଶߪ

rapidly with the number of candidate variables, m, and shows an almost 9‐fold reduction in time 

with 250 candidate variables over a brute force approach.    

ber of variables, resulting in an almost 6‐fold reduction in time when 26 variables

considered.  Both types of calculations yield an identical posterior distribution on the sub‐

models.   

Su

 number of the predictors were significant.  Taking advantage of the recursion, we can

eliminate from consideration any sub‐model whose number of included variables exceeds som

threshold (kmax).  In doing so, entire branches of the binary tree are pruned, reducing L from 

exponential to  ∑ ቀ݉݇ ቁ ~ ܱሺ݉
௞೘ೌೣሻ௞೘ೌೣ

௞ୀଵ  .  To simulate this type of analysis, we will assume th

we have N=250  ression of m= 50 to 250 predictors.  We ‘expect’ that 3 

or fewer predictors are significant.  Again, predictors are represented as independent standard 

normal vectors X1,…, X250 iid ~N250(0,1) so that they are essentially uncorrelated.  The dependant

variable, Y, is generated according to the model  

ܻ ൌ  5 ଵܺ଻ െ  6ܺ
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Figure 4.2: Simulation of a Large‐Scale Regression.  Given a large number of predictors, the 
simulation assumes that only a small number of predictors are significant.  Here, we consider all 
possible interactions of three or fewer variables for a given number of predictors (m).  Shown is 
the amount of time (in seconds) required to compute the probability of all possible sub‐models 
that have three or fewer interacting predictors both by brute force and through the recursion 
given a data set of size N = 250. 

 
4.4.2 Comparison to MCMC Approaches – The Crime and Punishment 

Data Set  

Traditionally, crime was characterized by deviant behavior that was linked to the offender’s 

presumed unique motivation, albeit psychological, social, or family circumstances (For an 

overview, see [139]).  In the late 1960s and early 1970s, this paradigm changed and investigators 

instead sought to examine the relationship between crime and various measureable quantities 

such as juvenile delinquency, variations in income and unemployment conditions [50] and the 

probability and severity of punishment ([41] and references therein).  Becker [6] and Stegler 

[138] argued for an ‘economics of crime’ ‐ the decision to engage in criminal activity was a 

rational choice determined by the costs and benefits relative to other (legitimate) opportunities.  

If criminal activity was the outcome of a rational economic decision, then the probability of 

punishment should act as a deterrent.  Ehrlich [41] developed a theory of the participation in 

85 
 



illegitimate activities, specified it mathematically, and tested it against empirical data obtained 

in 1960 from 47 states (excluding Hawaii, Alaska, and New Jersey).  Errors in Ehrlich’s [41] 

empirical analysis were corrected by Vandaele [145] whose data is used here.  No attempt is 

made to consider the merits of Ehrlich’s theory.  This data set is used only to compare the 

results of our variable selection algorithm to that of Raftery et al. [118] and Fernandez et al. [48] 

who also used this data for illustrative purposes.   

Predictor 

Number 

Predictor ki=0.01, 

ke=100 

ki=0.09, 

ke=100 

R97  F01  Ehrilch's 

Models 

1  Percentage of males age 14‐24 42 75 79  86  *

2  Indicator variable for southern state 4 12 17  22 

3  Mean years of schooling 71 95 98  99 

4  Police Expenditure in 1960 66 71 72  67 

5  Police Expenditure in 1959 42 49 50  42 

6  Labor Force Participation Rate 3 7 6  15  *

7  Number of Males per 1000 Females 4 8 7  15 

8  State Population  7 19 23  33 

9  Number of Nonwhites per 1000 People 21 60 62  69  * *

10  Unemployment rate Urban Males, age 14‐24 3 10 11  20  *

11  Unemployment rate Urban Males, age 35‐39 11 36 45  60 

12  Wealth  13 30 30  31  * *

13  Income Inequality  99 100 100  100  * *

14  Probability of Imprisonment 36 75 83  91  * *

15  Average Time Served in State Prisons 4 18 22  33  * *

Table 4.2: The Crime and Punishment Data Set.  The marginal probability (x100) of including each of the 15 possible 
regressors in the prediction of the 1960 crime rate across 47 states using two different parameter settings for EBMA, 
ki=0.01, ke=100 and ki=0.09, ke=100.  Results are compared to the analysis of Raftery et al [118] [denoted R97], 
Fernandez et al [48] [denoted F01], and the models hypothesized by Ehrlich [41]. 

The model that we consider is the basic regression model given above, with the 

dependent variable, Y, representing the per capita crime rate.  The fifteen possible predictors 

are shown in Table 4.2.  As in the original analysis, all data were log transformed except for the 

indicator variable for southern states.  Given the 15 predictors, there are a total of 215 = 32,768 

possible sub‐models to explore. 
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Rank:  Posterior Model Probability (%), ki=0.01, ke=100 

1  6.89  3  4  13 

2  6.87  1  3  4  13 

3  5.82  4  13 

4  3.91  3  5  13 

5  3.83  5  13 

6  3.05  1  3  4  13  14 

7  2.84  3  4  13  14 

8  2.38  3  5  13  14 

9  2.38  1  3  5  13 

10  2.30  3  4  9  13  14 

R97, F01  0.40  1  3  4  9  11  13  14 

E1  2.50E‐08  1  6  9  10  12  13  14  15 

E2  5.40E‐06  9  12  13  14  15 

Rank:  Posterior Model Probability (%) ki=0.09, ke=100 

1  2.95  1  3  4  9  13  14 

2  2.20  1  3  4  9  11  13  14 

3  1.89  1  3  4  13  14 

4  1.57  3  4  9  13  14 

5  1.54  1  3  4  11  13  14 

6  1.53  1  3  5  9  13  14 

7  1.48  1  3  4  13 

8  1.41  1  3  4  9  13  14  15 

9  1.24  1  3  5  9  11  13  14 

10  1.23  1  3  4  9  12  13  14 

R97, F01  2.20  1  3  4  9  11  13  14 

E1  4.81E‐07  1  6  9  10  12  13  14  15 

E2  1.20E‐05  9  12  13  14  15 

Table 4.3: MAP estimates of the Crime and Punishment Data Set.  The top 10 sub‐models in terms of their 
posterior probability (x100) as determined by EBMA under two different parameter settings.  For 
comparison purposes, the top sub‐model of Raftery et al [118] [denoted R97] and Fernandez et al [48] 
[denoted F01], as well as the models hypothesized by Ehrlich [41] [denoted E1, E2], have also been 
included. 

The results of the Crime Data analysis using EBMA are shown in Tables 4.2 and 4.3.  

Table 4.2 displays the marginal probability of a given regressor being selected for inclusion while 

Table 4.3 shows the top performing sub‐models.  As George and McCulloch [52] demonstrate, 

altering the parameters of the prior distribution associated with inclusion and exclusion places 

more or less focus on the variables most strongly associated with the response.   When 
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comparing these results to previous analyses on the Crime Data set [48, 118], we find that 

setting the parameters for prior distribution on β to values used by George and McCulloch [52] 

[ki =0.01, ke=100 equivalent to ቀ , ܿ௜ቁ ൌ ሺ10,100ሻ  

uivalent 

ఙഁ೔
ఛ೔

] push the algorithm to be conservative in its

selection for inclusion.  Changing these parameters to, for example, ki =0.09, ke=100 [eq

to ቀ
ఙഁ೔
ఛ೔
, ܿ௜ቁ ൌ ሺ  algorithm less conservative in its selections and provides

results more akin to those obtained by both Raftery et al [118] and Fernandez et al [48] [Table 

4.2].  In the latter case, the top sub‐model of Raftery et al [118] and Fernandez et al (2001a) has 

the second largest posterior probability while both of Ehrlich’s [41] models fail to garner much

support [Table 4.3].  Perhaps the most interesting feature is that the entire variable selection 

algorithm takes a mere ~1.4 seconds to compute all 215 possible sub‐models, far outperform

the MCMC approach of Fernandez et al [48] [80 seconds], even after consideration fo

made in computing over the last several years.  However, one must keep in mind that the time 

required for MCMC approaches depends on the threshold of tolerance set for the algorith

which will affect the length of the chain. 

10,100/3ሻ] makes the  

 

ing 

r advances 

m 

 

4.4.3: Comparison to BMA ‐ The Crime and Punishment Data Set 

The Leaps and Bounds procedure [51] employed by BMA uses a tree structure that is identical to 

the binary tree described in Section 4.3, differing only by the specific ordering of the variables by 

Leaps and Bounds, which alters the traversal order.  The Leaps and Bounds algorithm creates 

two trees which are traversed in tandem.  The root of one tree is the full model while the root of 

the other tree is the null model.  In an attempt to cluster ‘good’ models near the roots of the 

trees and find the optimal sub‐models of each size as quickly as possible, the variables are 

ordered by their individual fit to the data.  The ‘good’ models provide sharper bounds for the 
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algorithm and the quicker that they are found, the more of the sample space that can be 

truncated by the branch and bound technique. 

The move from one sub‐model to the next in Leaps and Bounds technique is 

accomplished via matrix ‘sweep’ operation akin to Gaussian elimination [51].  The ‘sweep’ 

operation, like EBMA, uses one sub‐model to quickly derive another and like EBMA, is O(m2).  

Additionally, since the ‘sweep’ operation is completed once for each possible sub‐model, it will 

be done an equivalent number of times as the EBMA posterior probability calculation if the 

same truncation rules are applied to both procedures.  ‘Sweeping’ can be used to produce a 

matrix inverse ሺܺ , as well as the quantities β* and ሺ  needed for least 

squares regression [quantities utilized by the BMA procedure [117] ].  Replacing the ‘sweep’ 

operation with the O(m2) EBMA algorithm described above provides all of the necessary 

components of the probabilistic calculation, including the matrix inverse ൫ܺ  and the 

matrix determinant |ܺ  without increasing the theoretical time complexity.   

்ܺሻିଵ ܻ െ ሻ்ሺܻכߚܺ െ ሻכߚܺ

்ܺ ൅ ஺೘൯ܫ
ିଵ

்ܺ ൅ ܫ஺೘|
ଵ
ଶൗ

Leaps and Bounds returns the sum of squared error for each sub‐model that it analyzes.  

BMA converts this squared error to a BIC statistic which approximates the probability of the 

remaining sub‐models given the data.  Given the squared error, calculation of the BIC statistic 

requires a constant number of operations [two logarithms and three O(1) additions and 

multiplications].   On the other hand, once the EBMA matrix operations are complete, two O(m) 

vector multiplications and a constant number of other operations [two logarithms, and fewer 

than a dozen O(1) additions and multiplications, depending on how parameter values are stored 

in memory] need to be computed to obtain the exact posterior probability.  Thus, when same 

elimination rules are employed, only a small difference in the constants exists between the two 

procedures.   
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For example, in a direct comparison on the Crime and Punishment data set, the ratio of 

the compute time for EBMA to BMA was ~1.5:1, implying that the cost of an exact answer is 

minimal. Furthermore, these calculations were less than 25% of the total run time of Leaps and 

Bounds.   These specific results are of course dependent on the computer and programming 

language used, and the efficiency of the written code.  Since our exact probabilistic calculation 

can be done in nearly the same amount of time as the BIC approximation, an approximation of 

the posterior probability is no longer necessary for a method that has been shown to work for 

very large problems [43, 155]. 

Given the set of sub‐models produced by the Leaps and Bounds algorithm on the Crime 

and Punishment data set [117], a further truncation of the sample space is done by BMA based 

on the BIC statistic.  Symmetric Occam’s Window eliminates all sub‐models that are much less 

likely than the most likely sub‐model, by default 20 times less likely.  Strict Occam’s Window 

further reduces the set of models by eliminating all sub‐models with more likely sub‐models 

nested within them.  The Symmetric Occam’s Window leaves 51 possible sub‐models covering 

~31% of the posterior space, while the Strict Occam’s Window leaves 14 possible sub‐models 

covering ~19% of the posterior space for the Crime and Punishment data set [117].  Table 4.4 

compares the BIC approximation of the probability of each sub‐model left by Strict Occam’s 

Window to their true posterior probabilities, normalized by the sum of these 14 sub‐models.  

Table 4.4 also provides the probabilistic ranking of each of the sub‐models according to the BMA 

procedure and the posterior probabilities from EBMA.  As shown in the table, the model ranks 

based on BMA do not correspond well with ranks based on exact posterior probabilities as only 

two have the same rank.  Furthermore, the model with the highest posterior probability has 

BMA rank #9, while the model ranked highest by BMA is ranked #16 based on posterior 

probability.  
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BMA 
Rank 

Models  BIC 
Score 

BIC 
Prob 

Exact 
Prob. 

True 
Rank 

1  1    3  4          9    11    13  14  15  ‐55.9  24.0  5.2  16 

2  1    3  4          9    11    13  14    ‐55.4  18.3  11.7  2 

3  1    3    5        9    11    13  14    ‐54.4  11.3  6.6  9 

4  1    3  4          9        13  14  15  ‐53.8  8.3  7.5  8 

5  1    3  4              11    13  14    ‐53.6  7.7  8.2  5 

6  1    3  4        8  9        13  14    ‐53.1  5.8  4.5  20 

7  1    3    5            11    13  14    ‐52.7  4.9  4.9  17 

8      3  4        8  9        13  14    ‐52.4  4.2  5.7  14 

9  1    3  4          9        13  14    ‐52.4  4.2  15.6  1 

10  1    3    5        9        13  14  15  ‐51.5  2.7  2.5  43 

11      3    5      8  9        13  14    ‐51.3  2.4  3.1  31 

12  1    3    5        9        13  14    ‐51.2  2.3  8.1  6 

13  1    3  4              11    13      ‐50.9  2.0  6.4  11 

14  1    3  4                  13  14    ‐50.9  1.9  10.0  3 

Variables 

1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15   

93  0  100  76  24  0  0  12  84  0  68  0  100  98  35  BIC PMP 

91  0  100  75  25  0  0  13  71  0  43  0  100  94  15  Exact PMP 

75  12  95  71  49  7  8  19  60  10  36  30  100  83  22  True PMP 

Table 4.4: Comparison to BMA.  Each row of the table represents one of the 14 (corrected) sub‐models 
selected by Strict Occam’s Window  with its corresponding BIC score and BIC Probability, normalized to only 
the 14 models shown above [117].  The Exact Probability column gives the probability of the data using 
EBMA, again normalized to only the 14 models shown above [which account for only ~19% of the posterior 
probability space].  The True Rank column shows the overall probabilistic rank of the given sub‐model from 
the true distribution when the exact probabilities are calculated on the entire sample space.  This column 
can be compared to the first, which gives the rank of the sub‐models according to the BMA procedure.  The 
last three rows of the table give the marginal probability of each variable being selected for inclusion [PMP 
= Posterior Model Probability].  The ‘True PMP’ is taken from the analysis done for Table 4.3.  All 
probabilities have been multiplied by 100. 

 
4.5  Discussion and Conclusions: 

EBMA provides an exact representation of the posterior space of all possible sub‐models via an 

efficient exact calculation when the number of models is not too large.  The algorithm was 

tested not only on the publicly available Crime and Punishment data set [145], but using 

simulations as well.  The simulation studies showed a significant and increasing reduction in 

time as the number of predictors grew [Table 4.1, Figure 4.2].  While no claim can be made 

about the ‘correct’ sub‐model for the Crime and Punishment data, our algorithm was able to 



duplicate the results found in Raftery et al [118] and Fernandez et al [48].  Although not 

discussed in this context, this method could also make a MCMC approach more efficient by 

traversing the  probability space through models that are ‘neighbors’ as defined in [118].   

There are three circumstances in which EBMA may be used to advantage.  1) Any 

application in which BMA or IBMA has been or could be used to advantage; 2) Problems 

involving a large number of regression analyses.  For example, in change point analysis [3, 88, 

129], variable selection is required on every possible substring of the data.  In this case, the 

reduction in compute time can be realized for each of the N(N+1)/2 substring calculations that 

need to be performed on a set of data of length N;  3)  Problems involving very large numbers of 

predictors, in which there is interest in examining posterior distributions for all pairs or all 

triples, such as in genome studies where epitasis plays a role in phenotype or disease risk.  To 

address the practicality of this application, we simulated a moderate sized problem and project 

this to the very large size problem that could be run on current parallel computing systems. 

Since, any internal node of the binary tree [Figure 4.1] can have its independent 

‘include’ and ‘exclude’ branches computed separately, this algorithm is readily amenable to 

parallelization.  Thus, when parallel systems are available, the number of models that can be 

included in exact posterior probability calculations increases nearly linearly with the number of 

available processors.  Setting a hard limit on the number of variables selected for inclusion in an 

exhaustive search can reduce the time complexity from exponential to polynomial, and thus 

posterior distributions can be obtained for all permitted models.  With current large scale 

parallel computing systems, EBMA could easily be employed to find the posterior distribution 

over all combinations of 3 predictors selected from several hundred to a thousand candidate 

predictors [Figure 4.2].  Computing all pairs of candidate predictors can be completed even 

faster or for larger problems (~10K candidate variables) since there are fewer to compute. We 
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encountered no numerical difficulties as our results consistently matched brute force methods.  

However, it is possible that numerical difficulties specific to this approach may arise in other 

applications, but we expect that these are unlikely.  While we believe that our projection from 

moderate sized problems to very large problem is reasonable, practical problems could arise in 

the implementation of this approach on parallel computing systems.  

This procedure, like all others, becomes overwhelmed by the exponentially increasing 

number of sub‐models when all combinations of candidate predictors are considered.  Thus, a 

preliminary screening procedure is required.  Since EBMA employs the same tree configuration 

as the ‘sweep’ procedure of Leaps and Bounds and because it has the same time complexity, 

O(m2),  exact posteriors can be employed  in a Leaps and Bounds based screening procedure 

with little addition to the computational load.  In this setting, our procedure provides a way to 

efficiently calculate the posterior probabilities of the models selected by the screening step up 

to the unknown normalizing constant and thus a means to rank the selected models according 

to their posterior probabilities.  Additionally, since BMA (specifically, IBMA which repeatedly 

uses BMA) has been shown to work for very large problems, EBMA’s improvement to this 

algorithm will therefore also applicable to problems of this size without a substantial difference 

in time.  Of course, since the posterior space is truncated, EBMA will give posterior probabilities 

only for the remaining portions of the model space. 

In Table 4.4, we report differences between BMA and EBMA for the 14 models left after 

the BMA screening procedure.  As these results show, BIC ranks these 14 models in a very 

different order than the posterior probabilities obtained by EBMA.   One possible explanation is 

that the BIC approximation [117] is based upon a convergence result ‐ an approximation that 

improves as the number of observations increases relative to the number of predictors.   
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Alternatively, as with all Bayesian procedures, the posterior distribution is dependent on 

the prior models and their parameter settings.  Thus, the differences in the BMA and EBMA 

probabilistic rankings may stem from the differences in their prior models.  The prior model 

assumptions of BIC are implicit, and as pointed out by Chen and Chen [23] they can be quite 

unreasonable.  Specifically, the constant prior behind BIC amounts to assigning probabilities for 

classes of sub‐models that are proportional to their sizes.  Accordingly, the prior increases 

almost exponentially in class size. “This is obviously unreasonable, being strongly against the 

principle of parsimony [23].”  

As indicated by George and McCulloch [52], altering the parameters for the ‘spike’ and 

the ‘slab’ can change the set of sub‐models with high posterior probability, a result echoed for 

EBMA by the Crime and Punishment example.  Specifically, EBMA is an algorithm in the 

shrinkage family of variable selection models and in each of these models, the investigator can 

tune the degree of shrinkage.  Thus, the use of this approach requires an investigator to select a 

range of parameter values near zero that are too small to be on “interest”, just as an 

investigator is required to set the level of type I error that merits further study.  For EBMA, the 

larger the difference between the values of ke and ki, the larger the ‘penalty’ will be for including 

an additional variable in the model.  Further study is required to fully understand the impact of 

these settings.   

One important argument for the ‘shrinkage’ approach is based on the reasoning of Efron 

[39] who argues for the use of the terms ‘interesting’ and ‘uninteresting’ rather than describing 

variables in terms of their statistical significance.  An investigator may be uninterested either 

because the discovery of such small differences would be of no practical value or because such 

small differences could too easily be the result for artifacts such as unobserved confounding or 

unexpected correlation [39].  Variables that fall in the ‘uninteresting’ category have their 
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coefficients close to zero, so that even if they are statistically significant, their effect is too small 

to be of interest. 

We found that Miller’s [101] algorithm is well suited to increase the efficiency of 

variable selection procedures since addition or deletion of a variable is equivalent to adding a 

rank one matrix, circumventing the most computationally intensive calculations – matrix 

inversions and determinants.  Using the EBMA algorithm, the number of models amenable to 

exact posterior calculations can now be extended.   

 

 



Chapter 5 

Combining the Bayesian Change Point Algorithm 

with Variable Selection 

 

5.1: Introduction 

The Bayesian Change Point algorithm addresses many of the shortcomings associated with the 

Least Squares Change Point algorithm.  Specifically, a method to address the uncertainty 

inherent to the inference is now available as the ensemble of sampled solutions can give an 

indication as to the shape of the posterior space.  In the least squares setting, choosing the 

optimal number of change points is a known hard problem.  This difficulty has been replaced by 

a posterior distribution on the number of change points.  Additionally, sampling from the 

posterior distribution cures the lack of knowledge surrounding the uncertainty in the optimal 

placement of the change points.     

Combining variable selection with the Bayesian Change Point Algorithm further 

increases the flexibility in statistical modeling.  By allowing variables to be added or deleted as 

suggested by the data, a more realistic model of the underlying phenomenon can be obtained, 

especially at the boundaries of two regimes.  The key to a reasonable run time for this approach 

lies in an economical variable selection procedure.  The recursive nature of the EBMA procedure 

from Chapter 4 significantly reduces the compute time of the algorithm by efficiently computing 

the parameters of one sub‐model from another.   

While this chapter focuses on a regression model that uses sinusoidal functions, the 

examples from the preceding two chapters show that neither the Bayesian Change Point 
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algorithm nor EBMA are restricted to these functions. The combined approach can also be 

adapted to more complex model functions so long as the density function for the residual error 

can be calculated in every sub‐interval for each of the allowable sub‐models.  Thus, a wide range 

of possible applications exist. 

 

5.2: The Bayesian Change Point and Variable Selection Algorithm 

Recall from Chapter 3 that the initial step of the Bayesian Change Point algorithm is to calculate 

the probability density of the data f(Yi:j |X )for a fixed subset of the regressors, X, and for each 

possible sub‐interval of the time series, Yi:j, with 1≤ i < j ≤ N, where N is the total number of 

observations.  Our regression model assumed that the error terms, ε, are independent, mean 

zero, normally distributed random variables.  Therefore, the likelihood function is f(Y | β, σ2, X) ~ 

N(Xβ, σ2I), where I is the identity matrix.  Conjugate priors were chosen for the prior 

distributions on the vector of amplitudes, β, and the error variance, σ2.  Specifically, β is 

multivariate normal [β ~ N(0, σ2/k0) ], and ߪ  , where k0 is a 

scale parameter relating the variance of the regression coefficients to the residual variance, 

while v0 and σ0
2 act as pseudo data points.  Thus, the marginal probability of the data was: 

 .  Let n be the number of data 

points in a substring, vn =v0 +n, ߚ ݏ ,

l components.  Integration yielded: 

ଶ ~ ݈ܵܿܽ݁݀ െ ,଴ݒଶሺ߯ ݁ݏݎ݁ݒ݊ܫ ଴ଶሻߪ

݂൫ ௜ܻ:௝|ܺ൯ ൌ ൫݂׭  ௜ܻ:௝หߚ, ,ଶߪ ܺ൯݂ሺߪ| ߚଶ, ܺሻ ݂ሺߪଶ|ܺሻ݀ߪ݀ ߚଶ

כ ൌ ሺ்ܺܺ ൅ ݇଴ܫሻିଵ்ܺ ௜ܻ:௝ ௡ ൌ ൫ ௜ܻ:௝ െ ൯்൫כߚܺ ௜ܻ:௝ െ ൯כߚܺ ൅

כߚ்כߚ  ൅ ଴ଶ ሻ, and let m be the number of modeߪ଴ݒ

݂൫ ௜ܻ:௝൯ ൌ  ݂൫ ௜ܻ:௝|ܺ൯ ൌ  

ሺݒ଴ߪ଴
ଶ

2ൗ ሻ
௩బ

ଶൗ  Γሺݒ௡ 2ൗ ሻሺ݇଴ሻ
௠

ଶൗ

Γ൫ݒ଴ 2ൗ ൯ሺݏ௡ 2ൗ ሻ
௩೙

ଶൗ ሺ2ߨሻ௡ ଶൗ  |்ܺܺ ൅ ݇଴ܫ|
ଵ
ଶൗ
 

The goal was to be able to make inferences from the joint distribution ݂ሺܻ, ,ߚ ,ଶߪ ሼܥሽ|ܺሻ, where 

{C} is a set of change points whose locations are c0=1, c1, …, ck, ck+1 = N.   
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To relax the assumption of a fixed set of regressors, we carry ou tion 

procedure for each possible sub‐interval.  Define Am to be a vector that indi

t a variable selec

cates the set of 

include e 

೔ ೔శభ ଵ, ,ଶߪ|ߚ௠ሻ݂ሺܣ ܿ௜ܿ௜ାଵ, ௠ሻ݂ሺܣ
௜ୀ଴

,ଶ|ܿ௜ܿ௜ାଵߪ  ௠ሻ቉ܣ௠ሻ݂ሺܣ

כ ݂ሺሼܥሽ ൌ ܿ଴, ܿଵ … , ܿ௞, ܿ௞ାଵሻ 

This distribution has the ability to choose a different subset of regressors for each sub‐

interval.  The large number of sub‐intervals that exist for any time series [N(N+1)/2] require an 

efficient

 Bayesian Change Point and 

Variable

 

೘

By combining EBMA with th bility) 

mber of variables included in sub‐

model A

 a 

 

d and excluded variables from the model being considered. Inferences can now be mad

from a more general joint distribution 

݂ሺܻ, ,ߚ ,ଶߪ ሼܥሽ, ௠ሻܣ

ൌ   ቈෑ ݂൫ ௖ܻ :௖ หߚ, ,ଶߪ ܿ௜ܿ௜ା
௞

 variable selection procedure in order for the algorithm to be practical.  Two distinct 

approaches exist: 1) Choose the ‘best’ sub‐model for each sub‐interval; or 2) Model Averaging 

(i.e. EBMA).  The latter fits better with a Bayesian approach. 

The efficient calculation of the exact posterior distribution on the set of predictor 

variables provided by EBMA [Chapter 4] makes the combined

 Selection algorithm feasible.  Once the density (probability) of the data has been 

calculated for each possible sub‐model, Am, the choice of sub‐model can be marginalized out:

݂ሺܻሻ ൌ  ∑ ݂ሺܻ |ܣ௠ሻ ௔௟௟ ஺ כ ݂ሺܣ௠ሻ, where f(Am) is a product Bernoulli on the number of 

regressors included in a sub‐model, as defined below.    

e Bayesian Change Point algorithm, the density (proba

of our data now takes the following form: Let mi be the nu

m and let me be the number of excluded variables [mi + me = m, total number of 

variables].  Associated with the included variables is a ‘wide’ prior variance parameter ki and 

associated with the excluded variables is a narrow prior variance parameter ke.  Let IAm be

diagonal matrix with either ki or ke on the diagonal corresponding to whether or not a specific
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variable is included in the sub‐model being considered.  Furthermore, define vN =v0 +N, 

כߚ ൌ ൫்ܺܺ ൅ ஺ܫ ൯ିଵ்ܺ ௜ܻ:௝, and ݏே ൌ ൫ ௜ܻ:௝ െ ൯்൫כߚܺ ௜ܻ:௝ െ ൯כߚܺ ൅ ܫ்כߚ஺ כߚ ൅ ଴ଶ .  Finallyߪ଴ݒ

let pi be the probability of including a variable (‘slab’) and let pe be the probability of exc

. The prior ௠ሻ ൌ

௜݌ 
௠೔݌௘

௠೐.  Then   

݂൫ ௜ܻ:௝൯ ൌ  ∑ ,ߚ| ሺܻ݂׭ ,ଶߪ ,ଶߪ| ߚ௠ሻ݂ሺܣ ଶሻ௔௟௟ ஺೘ߪ௠ሻ ݂ሺܣ ܣଶ ݂ሺߪ݀ߚ݀

Or

೘ ೘ , 

luding a 

variable (‘spike’) [pi + pe =1]  distribution on a sub‐model, Am is defined as ݂ሺܣ

௠ሻ.  

 after integrating: 

ሺݒ଴ߪ଴
ଶ

2ൗ ሻ
௩బ

ଶൗ  Γሺݒ௡ 2ൗ ሻ
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Again, notice how only a determinant, matrix inverse (involved in the calculation of sn), and a 

count of the number of included (or excluded) model components needs to be completed for 

 Density of the Data, which is done for each possible substring of the data.  The 

 of the data: 

ଶ ௩

each sub‐model Am, as the rest of the terms in the density function are independent of Am. 

 

This calculation replaces Step 1 of the Bayesian Change Point algorithm: Calculating the 

Probability

updated algorithm is outlined below with altered steps indicated by (*): 

1. (*)Calculating the Probability Density of the Data f(Yi,j):  

EBMA is used to perform model averaging for each possible sub‐string

݂൫ ௜ܻ:௝൯ ൌ
Γ൫ݒ଴ 2ൗ ൯ሺ2ߨሻ௡ ଶൗ

ሺݒ଴ߪ଴ 2ൗ ሻ బ
ଶൗ  Γሺݒ௡ 2ൗ ሻ

  ෍
ሺݏ௡ 2ൗ ሻ

௩೙
ଶൗ  |்ܺܺ ൅ ܫ஺೘|

ଵ
ଶൗ

൫݌ଶ௜ ݇௜൯
௠೔

ଶൗ ሺ݌௘ଶ݇௘ሻ
௠೐

ଶൗ

஺௟௟ ஺೘

 

2. Forward Recursion:  As before, let Fk(Y1:j) be the density of the data [Y1…Yj] with k change 

points.  Define ܨଵ൫ ଵܻ:௝൯ ൌ  ∑ ݂ሺ ଵܻ:௩ሻ݂ሺ ௩ܻାଵ:௝ሻ௩ழ௝  and ܨ௞൫ ଵܻ:௝൯ ൌ ∑ ௞ିଵሺܨ ଵܻ:௩ሻ݂ሺ ௩ܻାଵ:௝ሻ௩ழ௝   

3. Stochastic Backtrace:  
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Not only can we draw samples to evaluate the uncertainty in the number of change points

their locations,  sion m  

, 

and the parameters of the regres odel, but we can also now sample to

 including a given variable in each sub‐interval of the data.  

f the 

change 

݂ሺ ଵܻ:ேሻ ൌ   ෍ ෍ ݂ሺ ଵܻ:ே |ܭ ൌ ݇, ܿଵ … ܿ௞ሻ כ ݂ሺܭ ൌ ݇, ܿଵ … ܿ௞ሻ 

ntity calculated on the forward step of the recursion.  

As for f(K=k, c1, …, ck), a priori, we place half the probability mass on zero change points 

[f(K=0) = 0.5] and assume a uniform prior on a positive number of change points, [f(K=k) = 

 

݇

accounts for the greater number of solutions as the number of change points increases.  

Together, f(K=0) = 0.5 and for k>0, ݂ሺܭ ൌ ݇, ܿ , … , ܿ ሻ ൌ   ଴.ହ

assess the uncertainty of

To have a completely defined partition function (or normalization constant), f(Y1:N), 

two additional quantities will need to be specified as previously done: 1) a prior distribution 

on the number of change points, f(K=k); and 2) a prior distribution on the locations o

points, f(c1, c2, … ck | K=k).  i.e. 

௖భ…௖ೖ

௞೘ೌೣ

௞ୀ଴

The inner summation is exactly the qua

0.5/(kmax +1), where kmax is the maximal number of allowed change points].  Additionally, we 

assume that all change point solutions with exactly k change points are equally likely, i.e.

݂ሺܿଵ, … , ܿ௞|ܭ ൌ ݇ሻ ൌ  1
ቀܰቁ൘ .  This last assumption is a combinatorial prior that directly 

ଵ ௞ ሺ௞೘ೌೣାଵሻ ቀ
௡
௞ቁ
.  Since this prior 

distribution is uniform, it does not have to be included in the Forward Recursion, but can 

ior 

ursion step  

3.1. Sample a Number of Change Points: 

The Forward Recursion calculates the density of the entire data set, Y ,  given k change 

points, ܨ ሺܻ ሻ ൌ  ݂ሺܻ ܭ|  ൌ ݇ሻ.  Using Bayes Rule, a posterior distribution on the 

instead be factored out and multiplied in at this point.  However, use of a non‐uniform pr

must be built in to the Forward Rec

1:N

௞ ଵ:ே ଵ:ே
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number of change points given the data can be derived: 

௙ሺ௒భ:ಿሻ
݂ሺܭ ൌ ݇| ଵܻ:ேሻ ൌ  

ிೖሺ௒భ:ಿሻ௙ሺ௖భ,…,௖ೖ|௄ୀ௞ሻ௙ሺ௄ୀ௞ሻ, with f(Y1:N) defined as above.     

Sample  Points: 

Additionally, Bayes Rule can be used to assess the uncert

hen for k=K, K‐1, …, 1, 

3.2.  the Locations of the Change

ainty related to the exact timing of 

a change.  Let cK+1 = tN, the last data point.  T

ೖషభ భ:ೡ ೡశభ:೎ೖశభೡאሾೖషభ,೎ೖశభሻ
ܿ௞~  

ிೖషభሺ௒భ:ೡሻ௙ሺ௒ೡశభ:೎ೖశభሻ

∑ ி ሺ௒ ሻ௙ሺ௒ ሻ
 

3.3. 

 sub‐models given 

the data 

௠ሻܣଶ ݂ሺߪ
݂൫ ௖ܻೖ:௖ೖశభ൯

(*)Sample a Sub‐Model for the Interval Between adjacent Change Points: 

Samples are drawn from the posterior distribution on the set of possible

݂൫ܣ௠|  ௖ܻೖ:௖ೖశభ൯ ൌ  
൫݂׭ ௖ܻೖ:௖ೖశభ หߚ, ߪ

ଶ, ,ଶߪ| ߚ௠൯݂ሺܣ ݀ߚଶሻ݀ߪ௠ሻ ݂ሺܣ
 

3.4. Sample the Regression Parameters for the Interval Between Adjacent Change Points: 

Let n = ck+1 – ck +1, the number of data points in the sub‐interval and let כߚ ൌ ൫்ܺܺ ൅

஺೘൯ܫ
ିଵ்ܺ ௖ܻೖ:௖ೖశభ, ݏே ൌ ൫ ௖ܻೖ:௖ೖశభ െ ൯்൫כߚܺ ௖ܻೖ:௖ೖశభ െ ൯כߚܺ ൅ ܫ்כߚ஺೘ߚ

כ ൅  = ଶ , and vnߪ଴ݒ

 

5.3: Proof of Concept: A Simulation Study 

Sup edictors X1,…,X10, corresponding to si ds of periods 20, 

30, 40, 50, 60, 70, 80, 100, 150, and 200, respectively.  The dependent variable, Y, will consist of 

1000 observations randomly generated in the following manner:  

1) Select 3‐8 change points ~U(3,8) 

 0) 

଴

v0 +n.  Using Bayes Rule one final time, we find that ݂ሺߪ|ߚଶሻ ~ ܰሺכߚ , ൫்ܺܺ ൅

஺೘൯ܫ
ିଵߪଶሻ and ݂ሺߪଶሻ ~ ݈ܵܿܽ݁݀ െ ,௡ݒ ଶሺ߯ ݁ݏݎ݁ݒ݊ܫ

௡ݏ ௡ൗݒ ሻ 

pose that there are 10 possible pr nusoi

2) Choose the locations of these change points ~U(1,100
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3) Select 2‐5 predictors to include in each sub‐interval ~U(2,5) 

4) Generate the regression coefficients for each of the included predictors ~ N(0,2) 

5) Add White Noise at three different levels ~N(0,1), N(0, 1.5), and N(0,2) 

m number generator, the following data set was built: 

ܺଷ
ହܻ଴:ଷ଺ଶ ൌ െ0.062ܺହ ൅ 1.3588ܺ଺ െ  2.0968ܺ଻

଺ െ 1.8691ܺ଻
ସܻଽ଴:଺ଵସ ൌ  1.6361 ଵܺ ൅  1.504଼ܺ ൅  0.9344 ଵܺ଴

 

 with the following 

 

(0.01, 100) which is equivalent to the parameter setting ቀ
ఙഁ೔
ఛ೔

Using Matlab R2008b’s built‐in rando

  ଷܻ଺ଷ:ସ଼ଽ ൌ 0.4495ܺଷ െ  0.8996ܺହ െ 0.7212ܺ

ଵܻ:ସଽ ൌ  0.4076ܺଶ െ  2.4401

଺ܻଵହ:ଵ଴଴଴ ൌ  െ0.2275 ଵܺ െ 0.5789ܺଶ െ  1.2659ܺସ ൅  0.5789 ଵܺ଴

The Bayesian Change Point and Variable Selection algorithm was run

parameter settings: pi = 0.5, pe=0.5, all sub‐models equally likely; v0 = 4, s0 =0.25, and (ki, ke) =

, ܿ௜ቁ ൌ ሺ10,100ሻ in [52]. 

 

Figure 5.1: Heat Map of Simulation.  A heat map indicating the number of times out of the 500 
sampled solutions that each variable was selected for inclusion at each data point of the 
simulation.   

Five Hundred samples were drawn from the posterior distribution.  The results for a 

white noise level of 1.0 are shown in Figures 5.1‐5.3.  The posterior probability of selecting the 

proper number of change points, 4, was over 99% for white noise levels 1.0 and 1.5, and over 

95% for a white noise level of 2.0.  Figure 5.1 is a heat map displaying the number of times that 
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each variable was selected at each data point.  As shown in Figure 5.1, the algorithm is 

conservative in its selection of variables.  Variables with small regression coefficients (i.e. X5 in 

Y50:362) were overwhelmed by the noise in the system and thus not selected by the algorithm.  As 

discussed in Chapter 4, changing the parameters ki and ke can alter how conservative the 

algorithm is in its selection.  Figure 5.2 shows the average sampled coefficient for each variable  

the 10 variables at each data point in the simulation.   

s the 

nce, 

probability) in the location of a change point whereas wider ‘spikes’ indicate a corresponding 

amount of uncertainty in the location of the change point.  Because of the large amount of noise 

in this simulated data relative to the coefficients of the generating model, the overall R2 for a 

white noise level of 1.0 is 0.7188.  As the level of noise increases, the change point locations 

remain accurate, but their distribution becomes more spread out around the true timing of the 

 

Figure 5.2:  Average Coefficients for the Simulation.  The average sampled coefficients for each of 

at each data point.  These coefficients match well with their true values.  Figure 5.3 show

inferred model in conjunction with the simulated data.  The location of the sampled change 

points is indicated in red at the bottom of the figure.  The height of the red ‘spikes’ is indicative 

of the number of times a change point was selected (sampled) at that exact location and he

the probability of a change point at that location.  Tall spikes indicate relative certainty (i.e. high 
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change.  Similarly, the number of variables selected in each sub‐interval decreases with 

increasing levels of noise as variables with small regression coefficients have the uncertainty 

surrounding their inclusion grow.   

Figure 5.3: The Inferred Model.  The simulated data set (blue) is plotted together with the model 

change point. 

5.4: Application:  δ O record of the Plio‐Pleistocene 

 124, 

 

 [9, 10, 69].   

2. Harmonics of Obliquity:  The Harmonics (or Bundles) of Obliquity hypothesis [66, 68, 89] 

claims that ice sheets terminate with every second or third obliquity cycle after the Mid‐

 

inferred by the Bayesian Change Point and Variable Selection algorithm (green).  The red spikes at 
the bottom of the figure indicate the proportion of samples that chose a specific data point as a 

18

We aim to test several theories of ice sheet formation and destruction through the Bayesian 

Change Point and Variable Selection Algorithm.  Specifically, we seek to compare the following 

theories using sinusoidal approximations to each of the orbital components: 

1. A Linear Response to Milankovitch Forcing:  Milankovitch forcing is comprised of 

precession, obliquity, and eccentricity.  Precession is represented by a 23 kyr sinusoid, 

Obliquity by sinusoids at 41 and 53 kyr, and eccentricity by a triplet of sinusoids at 95,

and 404 kyr.  Each of these frequencies represents the strongest spectral components for

each of the orbital forcing functions
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Pleistocene Transition, whereas ice sheets terminated with every obliquity cycle prior to the 

Mid‐Pleistocene Transition.  Therefore, the second and third obliquity cycles will be 

represented by 82 and 123 kyr sinusoids, respectively. 

3. Harmonics of Precession:  The Harmonics (or Bundles) of Precession hypothesis [124, 126] 

claims that ice sheets grow when summer insolation is unusually low for a full precession 

cycle and once established, do not last beyond the next increase in summer insolation.  

Thus, ice sheets will terminate at the fourth or fifth precession cycle.  The Harmonics of 

Precession will be represented by sinusoids at 69, 92, and 115 kyr, corresponding  the 

thir

4. Orb ectral 

w spectral peak at 100 kyr 

in the δ18O data.  Therefore, we represent the Orbital Inclination hypothesis as a single 100 

 will attempt to 

18  timing 

or frequen

 

Based on these four models, the sinusoids used as input to the algorithm are: 23, 41, 53, 69, 82, 

92, 95, 100, 115, 123, 124, and 404 kyr.    The 123 and 124 kyr sinusoids have frequencies 

 

this

sub‐

consideration. ic of 

 to

d, fourth, and fifth precession cycles, respectively. 

ital Inclination: Muller and MacDonald [105, 106, 107] claim that the narrow sp

peak of orbital inclination at 100 kyr is a good match to the narro

kyr sinusoid.   

Because a regression model is being used for this analysis, each of the models

describe the full pattern of variation in the δ O record, rather than describing solely the

cy of deglaciations as in their original formulations.   

equivalent to three decimal places. As a result, they will be combined into a single sinusoid for

 analysis.  Furthermore, because each of these hypotheses is exclusive of the others, any 

models containing sinusoids from two exclusive hypotheses are eliminated from 

  For example, an allowed sub‐model cannot contain both the second harmon
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obliquity and the fourth harmonic of precession or the 100 kyr inclination sinusoid.  

sequently, our 211 possible sub‐models are reduced to 144 for each possible sub‐interval.   

The Bayesian Change Point and Variable Selection algorithm was run with the same 

ameter settings as the previous example: ki =0.01 and ke = 100 (a setting suggested by [52

 4 and σ0
2 = 0.25 (described below); and pi = 0.5, pe = 0.5, indicating all sub‐models equally

ly.  Variations in the values of ki, ke, pi, and pe affect the

Con

par ]); 

v0 =  

like  probability of a sub‐model in a given 

r, 

the

algo

var .  These parameters must be chosen carefully to avoid an unbounded 

 

 

ta nearly perfectly under 

ertain parameter settings.  If this happens, the density of the data, f(Yi,j), can become 

ues 

 

to this 

௖ೖ:௖ೖశభ ௖ೖ:௖ೖశభ ஺೘ ଴ ଴

sub‐interval, but otherwise have little impact on the overall number of change points.  Howeve

 analysis of the δ18O proxy record by the Bayesian Change Point and Variable Selection 

rithm is highly sensitive to the choice of parameters for the prior distribution of the error 

iance, v0 and σ0
2

likelihood function.  Given a data set with a small variance and a model with a large number of

free parameters (here, 23 coefficients, one for each of the eleven sine and cosine waves and one

constant), the model may be able to fit small segments of the da

c

unbounded and many spurious changes points in close proximity to one another will be 

observed in the final output.  To counteract this phenomenon, penalized likelihood techniq

are often implemented [25, 135].  Since the prior distribution on the error variance is akin to 

adding pseudo‐data points of a given residual variance, we have chosen to add a small number

of ‘large’ variance points to neutralize spurious change points of this nature.  The key 

choice is to make sure that the product v0σ0
2 ≥1.  This ensures that ሺݏ௡ሻ

௩೙
ଶൗ , where ݏ௡ ൌ

൫ܻ െ ൯்൫ܻכߚܺ െ ൯כߚܺ ൅ ܫ்כߚ כߚ ൅ ݒ   ଶߪ  the 

i,j)

substring i,j  

acts to shrink, rather than enlarge

density function f(Y , even when the residual variance (which is related to the variance of 

 Y ) is small.  We note that if MAP estimates were being employed by the Bayesian

Change Point and Variable Selection algorithm, the procedure outlined above is equivalent to  
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penalized regression [25, 135].  Additionally, any two change points are required to be the 

minimum of 50 kyr or 50 data points apart from each other in order to ensure that enough data 

is available to estimate the parameters of the model accurately.   

The results of the Bayesian Change Point and Variable Selection analysis on the δ18

proxy record are shown in Figures 5.4‐5.6.  Five hundred samples were drawn from the posteri

distribution to give an indication of the shape of posterior space.  Figure 5.4 displays the  

 

Figure 5.4: Posterior distribution on the number of change points for the δ18O proxy record 

posterior distribution on the number of change points.  The posterior probability of nine change

points is nearly 0.85, while ten change poin s are selected 12% of the Of the 500

O 

or 

 

t  time.    sampled 

solutions, Figure 5.5 indicates the number of times that each variable was selected at each data 

point.  From this figure, a few conclusions can be drawn: 

1) The 41 kyr sinusoid representing obliquity is selected at almost every time point in nearly all 

of the sampled solutions.  In the short interval of time where it is not (135‐345ka), the 53 kyr 

sinusoid, also representing obliquity, is chosen instead roughly two‐thirds of the time. 

2) Before the onset of permanent glaciers in the Northern Hemisphere (~2.7Ma), only obliquity 

(41kyr sinusoid) is inferred by any of the 500 samples.  Additionally, with the exception of 
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the  y 

of 500 sampled solutions that each variable was selected for inclusion at each data point. 

3) The algorithm does not provide a definitive answer as to which of the models being tested is 

superior to the others after the Mid‐Pleistocene Transition (0.8‐1.2Ma).  Obliquity Bundles 

are chosen during the transition, while Eccentricity is chosen in one time interval and 

Precession Bundles in three others after the Mid‐Pleistocene Transition.  However, the 

Orbital Inclination model (100 kyr) was not chosen in more than 10% of the samples at any 

point in time and can therefore be eliminated as a potential ice sheet mechanism. 

 

Figure 5.6 shows the fit of the inferred model (averaged over the 500 samples) to the δ O 

proxy record with the change points locations indicated as red spikes at the bottom of the 

figure.  The height of these spikes indicates the proportion of samples in which the data point 

was chosen as a change point.  The width of these spikes is indicative of the uncertainty in the 

92 kyr sinusoid during 2.0 ‐2.7Ma, the 41 kyr sinusoid was the only frequency regularl

chosen for the entire period prior to the Mid‐Pleistocene Transition. 

 

Figure 5.5:  Heat map for the δ18O Proxy Record. A heat map indicating the number of times out 
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timing of a change.  Overall, the inferred model was able to account for 85.4% of the variance in 

the δ18O data.   

 

5.5 Conclusions: 

Simulation results (Figures 5.1‐5.3) show a highly accurate placement of change points, but a 

more conservative approach to variable selection.  Of the variables that were chosen, their 

inferred coefficients were quite similar to their true values.  On the other hand, the 

contributions of some variables were overwhelmed by the added noise and therefore the 

variables were not selected for inclusion even though they were present, albeit minor, in the 

data.  In general, a longer the interval between change points (i.e. the more data you have)  

yield mo

Figure 5.6: The Inferred Model for the δ18O Proxy Record. The δ18O proxy record (blue) plotted in 

(green).  The red spikes at the bottom of the figure indicate the proportion of the 500 sampled 

 will

re accurate inferences.   

 

conjunction with the model inferred by the Bayesian Change Point and Variable Selection algorithm 

solutions where a given data point was chosen as the location of a change point. 
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he analysis of the δ18O proxy record shows the omnipresence of Obliquity, but indecisiveness 

ent glacial cycles.  However, the algorithm gives strong evidence against 

the 

T

as to a cause of the rec

the Orbital Inclination theory.  Although no one model is superior to the others, on average, 

nine change points fit over 85% of the variance in the data.  Further study is needed to find 

true source of change for the Earth’s ice sheets.   

 



Chapter 6 

Summary of Results and Future Directions 

6.1: Summary of Results 

This dissertation has explored the waxing and waning of the Earth’s ice sheets using highly 

flexible statistical models – Least Squares Change Point, Bayesian Change Point, and Bayesian 

Variable Selection (EBMA) – each of which uses dynamic programming to navigate through a 

very high dimensional solution space.   

The first of these models, the Least Squares Change Point algorithm, finds the optimal 

placement of a given number of changes points, but lacks an objective way to choose the 

appropriate number.  In analyzing the δ18O proxy record for the single dominant Milankovitch 

frequency, we find that the change from 41 kyr to 100 kyr glaciations at the Mid‐Pleistocene 

Transition occurs ~798ka.  An examination of linear combinations of Milankovitch frequencies 

reveals that 41 kyr glacial cycles do not disappear at the Mid‐Pleistocene Transition, but become 

buried under a more dominant 100 kyr glacial signal.  This analysis also shows that alternate 

hypotheses to Milankovitch Theory, specifically the ‘Harmonics of Obliquity’ theory are able to 

fit the data as well if not better than traditional Milankovitch Theory.  A more in depth study of 

Milankovitch Theory reveals that the Mid‐Pleistocene Transition was a time of change from a 

forced to a paced glacial system.  Moreover, during the period of direct orbital control of the ice 

sheets, solar insolation at high latitudes in the winter match the δ18O proxy record better than 

Milankovitch’s high latitude summer insolation.  Several explanations of this phenomena are 

proposed, all of which focus on the lack of a precession signal in the proxy record, the main 

difference between summer and winter insolaiton. 
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The Bayesian Change Point algorithm eliminates the difficult decision of selecting an 

appropriate number of change points to analyze faced by the Least Squares Change Point 

algorithm.  In addition, the algorithm now provides a way to assess uncertainty in the number of 

change points, their locations, and the parameters of the regression model.  Conjugate priors 

are utilized to facilitate the summations and integrations required to calculate the probability of 

the data given the model.  Using the simplest of models, f(x) = C, we showed how the Bayesian 

Change Point algorithm can accurately detect changes in the mean of a continuous random 

variable.  The algorithm takes a slightly different form for discrete variables, allowing us to test 

for a ‘Dishonest Casino’ or other, more general types of discrete applications. 

EBMA combines a binary tree with an efficient method for calculating the inverse of a 

sum of matrices in order to reduce the computational complexity [from O(m2.376) to O(m2)] of 

calculating the probability of a sub‐model given the data.  The computational complexity of 

EBMA matches that of a dominant approximation technique, the BIC statistic, but can provide 

an exact representation of the posterior space.  Simulations show a significant reduction in 

compute time over brute force methods, while an analysis of the Crime and Punishment data 

set illustrates the limitations of the BIC approximation technique.  By combining EBMA with a 

variable screening procedure, problems with a very large number of predictors can be solved.   

Combining the Bayesian Change Point algorithm with Variable Selection is, to the best of 

our knowledge, a novel technique.  Brute force attempts to solve either of the problems are 

impractical.  Together, these procedures would be even further out of reach for a brute force 

approach.  The dynamic programming techniques described here bring this method into the 

realm of practicality, allowing us to define a probabilistic model on an enormous solution space.  

An analysis of the δ18O proxy record indicates that before the Mid‐Pleistocene Transision, 

obliquity stands alone as a forcing function for the Earth’s glacial system.  After the Mid‐
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Pleistocene Transition, the story is not as clear, as no one theory of ice sheet dynamics 

dominates the rest.   

 

6.2 Future Directions 

The Change Point and Variable Selection algorithms can be extended in several ways to deal 

with various types of models and data sets.  We will briefly mention three of these areas.     

 

6.2.1 New Applications of Change Point 

The Change Point algorithm is applicable to any set of sequential data in which you can quantify 

how well a proposed model matches the data.  Here, we have discussed squared error and the 

probability of the data as two measures of fitness.  Other measures of distance or fitness, such 

as Hamming Distance, are also possible.  Thus, a large number of data sets can be analyzed using 

the change point model.  In the past, the Change Point algorithm has been applied to DNA 

sequences to look for differences in nucleotide proportions across segments of the genome.  

Currently, the Bayesian Change Point algorithm is being used to study actual Copy Number 

Variation data sets.  A future application of the Change Point algorithm is to study changes in 

sea surface temperature through time.  Unlike the δ18O proxy record, changes in sea surface 

temperature are not uniform across the globe.  Here, not only will the timing of change points 

be sought, but whether or not they are concurrent at different locations on the globe.   

 

6.2.2 More Complex Regression Models 

The ability to sum and integrate out all of the parameters of a model is essential to being able to 

calculate the partition function efficiently.  Any model in which you cannot integrate out all of 
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the nuisance parameters, such as one that does not use conjugate priors, will affect your ability 

to find an exact representation of the posterior space.  Additionally, the Change Point algorithm 

does not have a continuity constraint between adjacent segments.  Enforcing continuity disrupts 

the local nature of the regression parameters being used to fit the data in a given interval.  To 

circumvent these problems, approximation techniques such as MCMC or Gibbs Sampling 

approaches can be introduced to traverse the posterior space, thus expanding the types of 

models allowed in a change point analysis.   

 

6.2.3 Expanding Variable Selection 

EBMA is limited by the exponentially increasing number of sub‐models that comes with an 

increasing number of predictors.  In this situation, any exhaustive algorithm, no matter how 

efficient, will eventually become intractable.  Thus, a variable screening procedure must be 

developed to be used in conjunction with EBMA for large problems.  The Leaps and Bounds 

procedure is the most obvious choice, as the tree structure utilized by this branch and bound 

procedure matches the tree structure of EBMA.  However, the Leaps and Bounds algorithm 

truncates the regression tree by eliminating branches that cannot produce the optimal sub‐

models of a given size.  Truncating a tree optimally, while economical, is not the best way to 

approach Bayesian Variable Selection.  Alternatively, the decision to truncate a branch of the 

regression tree can be made based on the probability of the sub‐models that make up that 

branch.  One possible approach is to sample sub‐models from a branch in order to obtain a 

quick estimate of the probability mass associated with that branch before making a truncation 

decision.  While not fully Bayesian, this would at least attempt to account for the entropic effect 

of large branches and could prevent the truncation of branches which contain sub‐models that 

are near‐optimal [i.e. sub‐models that have nearly equal probabilities to the optimal models].  If 
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the algorithm can be scaled to handle a large enough number of predictors, applications in 

Genome Wide Association Studies are possible.   

 

6.3 Final Thoughts 

I have been asked several times how this study impacts the current debate on global warming.  

The δ18O proxy record indicates that ice sheets have been melting and reforming for millions of 

years.  I like to tell people that while man is not the sole cause of the Earth’s melting glaciers, we 

may be speeding up the process.   

Along the same lines, I have also been asked about this model’s ability to make 

predictions about the future.  As indicated by our study, the Earth’s glacial system is sufficiently 

complex that we do not yet have an appropriate way to model its activity; no one theory of ice 

sheet variability was shown to be superior to the others.  Further study is needed for a better 

understanding of ice sheet dynamics.  After reminding an audience that data points are spaced 

1000 years apart, I tell them that of course the model can make a prediction, but that it is 

useless for the current global warming debate, which focuses on a much shorter time scale.  On 

the other hand, the model’s prediction for the future would not be proven right or wrong until 

long after we are gone.   
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